7. A kerék triikkkje (avagy miért forog visszafelé¢?) / Hogyan kerekitsiink?
Mintavételezés, kvantalas
Amit latunk, az nem az!

A mai (korszer(i) mérdeszkozok dontden diszkrét (idoben mintavételezett és amplitudo-
ban kvantalt) adatokkal operaléo mérési eljarasokat alkalmaznak. A miiveleteknek a
mérendOre gyakorolt 1ényeges hatdsai meghatarozzak a lehetséges felhasznalasokat.

Mintavétel: pont (matematikai) mintavételezés esete

1. (kritikus) kérdés: visszaallithato-e a mintak kozott a jel értéke?

A valasz: igen, ahogyan ezt az alabbi példa is szemlélteti — impulzus rekonstrualasa’ ot
mintabol, a minta-értékek: y; =...,0,0,1,1,1,1,1,0,0,...]

smcm:% - y(t):_:zyi -SINC(ALt—i), At=1/1,
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A mintagyakorisag: f; = 1/At = 1, a pontok: jelmintak, a szaggatott vonalak: SINC fiiggvények,
folytonos vonal: rekonstrualt folytonos jel® (SINC fiiggvények osszege, és egy pont-minta
hozzajarulésa a jelhez: minta-kdzéppontl, a mintaval skalazott és a mintagyakorisaghoz illesztett
[a tobbi minta helyén nulla értékii] SINC fiiggvény). A mintahelyeken egzakt a visszaallitas.

Az Gn. SINC interpolacié (minden mintat felhasznalo ,,végtelen 6sszegzés”) helyett a
gyakorlatban kozelito, pl.

e szakaszonként konstans (csak egyetlen mintat felhasznalo Un. ,tartas™),

o lineéris (két mintat felhasznald ,,pont-6sszekotés™),

e csonkitott SINC (néhany szomszédos mintat felhasznalo ,,véges Osszegzés™),

e spline (harom mintat felhasznalo ,,harmadfoku kozelités™)
visszaallitast — vagyis szdmitogépes algoritmust — alkalmazunk, a pontossagi igénytol és

o

egy¢b feltételektol fiiggden, a sziikségesnél stiribb gyakorisagu adatokkal.
2. (alap) kérdés: mekkora fs mintagyakorisag sziikséges?

Mint az abrabdl is kitiinik, két jel id6-mintai lehetnek azonosak, és mintavétel utan (csak a
mintakat tekintve) nem tudjuk, hogy valdjaban melyik jelet
mintavételeztiik! A jel-visszaallité algoritmusok mindig a
kisfrekvencias jelet, a (0, fy/2) savban 1év6 frekvencia-
komponenst allitjak eld, ezért ha a nagyobb frekvencias jel
volt a bemenet, akkor az ,,masnak mutatja magat”, un.
hasonmas (alias) 1ép fel (az ,,alul”-mintavételezés miatt)!

A valasz (mint az FFT-nél adott kotés): legyen fs> 2-fnax, ahol fnax a jel max. frekvencia

! Az idétartomanyban SINC interpolaci6 allitja vissza az egyenletes gyakorisagn mintakbol a folytonos
jelet (E.T. Whittaker, 1915. SINC: ,,sine cardinal”). Az abrat matematikai szoftver generalta (1asd: képlet).
Ugyanezt a funkcidt a frekvencia tartomanyban az idealis alulatereszt6 sziird teljesiti: olyan fizikai eszkoz
(dramkori épitéelem), amely frekvencia-szelektiv, csak a (0, fy/2) frekvencia-savban ,,atlatszo”.

2 A ritka mintavétel — és az impulzus tal gyors valtozasa — miatt a folytonos jel csak kozeliti 1 értékét,
,tallovés™ és , hullamzas” tapasztalhato (Gn. Gibbs-jelenség, 1899). A helyzet hasonlo ahhoz, amit mar
lattunk a négyszog-jelnek Fourier-sorral vald kozelitésénél.
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komponense (alapsav esetén, un. Nyquist-szabaly”).
Ennek oka a szinusz 27 szerinti periodicitasa! (A Fourier-felbontas miatt elegendd egyetlen

szinuszos komponenst vizsgalni.) Ha fs (=1/4t) gyakorisagu a mintavétel, akkor az fa< fy/2,
ésminden f=Kk-fs+fy >1/2 (k=1, 2, ...) frekvenciaju szinuszos jel mintai azonosak, mert

. . . . f,.
sin(2z - (kf, + f,)-i-At) =sin(27z - f, -i-At+27-k-i) = sm(J_r27rf—Al)
itt fa/fy <V4 a numerikus (fs-re normalt) frekvencia. A negativ
M Ny k=1 ~.!f=2 eldjel egyszertien fazis-forditast jelent: sin(-x) = -sin(X).
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“ = ;-\'.‘;qu.igr Grafikusan: a frekvencia tengelyt (0-t6] kezdve) fy/2 nagysagu
P e M Gin. Nyquist-zénakra osztva, a (0, fy/2) alapsavon kiviili minden
i O 1 ONEO mporens ebbe

(a jelben 1év0) frekvencia komponens ebbe az alapsavba
> »lapolodik at”, és ott fy értéki kisfrekvencias komponensnek

Otz fu & 3 4 £ ; ;] . i ,
“hasonmascl” 15/2 fs 3.(fs/2) ~mutatja magat”! Az alulmintavételezett komponens tehat
az alapsivban et f—fos i ,.belekeveredik” az alapsavba.

& jel komponensek "megsértik’ Mintavétel utan mar nem tudhato, hogy pl. fo; valodi vagy

a Nyquist-szabalyt (f = £2/2) . o1 , .
- : ,,hamis” komponens-e. (Az amplitido6 spektrumban a fazis-

forditas nem latszik.) Nincs atlapolodas akkor, ha mintavétel el6tt kiszirjik* az fy/2-nél
nagyobb frekvenciaju komponenseket.
A nem elegendden gyakori mintavétel miatt fellépé hasonmas (aliasing) jelenségre a
moziban is racsodalkozhatunk: miért forog visszafelé az elérehalad6 jarmii kereke?

A film lejatszasanal 24 all6 (mintavételezett) képkockat vetitenek le 1 s alatt, s ebb6l a szem

(plusz az agy /DSP/) rekonstrualja a mozgo képet. Legyen @a< m a szogelfordulas (egyik vagy

masik iranyba) két, f; (=1/4t) gyakorisagu felvillanas kozott. A szogsebesség o (= 2nf) = @/At

felhasznalasaval (a szogelfordulds 27 szerint periodikus!)

fo L EOarKIT gy,
2r At

vagyis a tényleges f frekvencia helyett az fa (= (1/21)-(pa/At)) latszolagos értéket figyelhetjiik

meg, és a negativ érték a visszafelé forgas esete!

Szemléletesebb az alabbi példa: egy jeldlt kerék jobbra forog 1 Hz-es fordulatszammal, és ezt
fm e fmm——e pmeeee igy is latjuk f;=4 ,,villanas/s gyakorisaggal fel-

i : ; : ' i villané fénynél. Ha azonban lecsdkkentjiik a

! @ @ @ @ @ @ @ | mintavétel értékét f;= 4/3 ,,villanas™/s értékre, ami

B I LZZ_1  aztjelenti, hogy csak minden harmadik képet
latjuk, akkor a kerék latszolag visszafelé (balra)

forog. (Igazoljuk ezt a frekvencia tengelyen is, a Nyquist-zonak felhasznalasaval!)
Kérdés: mikor 4ll° a kerék (latszolag)? Ismeriink-e olyan mérést, ami ezt hasznositja?

3. (fontos) kérdés: periodikus jelbol periodikus mintasorozat adddik-e?
Vilasz: csak ha koherens a mintavétel, ha ,,m szamu periddusbol vesziink N mintat”.

Ugyanis egy mintasorozat i-ben csak akkor N periddust, ha fa/fs=m/N és m = egész

Yi =VYin =sin(2ﬁ%(i + N)j=sin(2ﬁ%-i +27z-(%- ND=sin(27r%-i)

S S S S

’ H. Nyquist, 1928. (Eredeti neve Jonsson ... ,,Nyquist was just an alias”.)
* A védelem megnevezése AAF (anti aliasing filter): hasonmasokat eltavolito sziir.
(Mozgofilm esetén pl. nincs ilyen optikai sziir6, ezért ott ,,egyiitt kell élni” a hasonmas jelenséggel.)
> “Nyquist vudu™: mintavétel utan ,,nincs jel”! (El tudjuk ezt képzelni pl. az idétartomanyban szinuszos jel
esetén? Igazoljuk a frekvencia tartomanyban, a Nyquist-zonak felhasznalasaval!)
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A feltétel masképp (Ta = 1/fa és At = 1/f; jel6léssel): m-Tp = N-At (,,m periédusbol N minta”).
Ez a kapcsolat nemcsak FFT-nél fontos (hogy ne legyen spektrum szivargas), hanem pl. jel-
generalas esetén is (ahol memoriaban tarolt véges mintasorozatot ,,jatszunk vissza” ismételten).

4. (Iényeges) kérdés: milyen a mintavételezett jel spektruma?

Vilasz: az egyenletes mintavétel eredménye periodikus spektrum. Az alapsavi spektrum
ismétlédik minden k-f; pont kdrnyezetében (a Nyquist-zoénakban, a paros (-) zonaban
forditott frekvencia sorrendben), tehat f; tobbszordsei centrummal képmasok (images)

jelennek meg!

A képmasok nem harmonikusok, és az y; mintavételezett jel nem végtelen teljesitményii. A
képmasok csak azt szemléltetik, hogy ezeken a helyeken 1évo barmelyik frekvencia komponens

mintavételezésével eldallhatott az y; mintasorozat. Ebbdl — szemléletesen — kovetkezik a

Nyquist-szabaly: ha a bemenet savja kisebb, mint egy Nyquist-zona, akkor a képmasok ,,nem
lapolodnak at”, és igy a mintavétel megfordithato: a (0, f,/2) alapsav kisziirésével® visszaall a

mintavétel eldtti (folytonos) jel.

Kvantalas (kerekités): valos — egész (mérdszam) konverzié’ esete

1. A kvantalas(Q), melynek metrikai egyenlete: (x/Ax) + e = N, visszavonhatatlan, |e| < }2

terjedelmi hiba (error) fellépésével jar. A hiba pillanatértéke

bemenet-fiiggd, és az N mérdszdm egy intervallumot jeldl
(mert nem tudjuk, hogy azt az intervallumban 1évé melyik
értek generalta; jOl érzékelteti ezt a télcsér modell).

Ha a mérendd analdg tartomany terjedelme Xgs (full scale),
akkor n bites mérdszam (6sszesen 2" allapot) esetén® az egység i x
(a felbontas): Ax = Xgs/2". A legkisebb helyérték stulya tobbféle

moédon is megadhato:

x/AX

{\
=
Q

wtelozer” modell

out: N = round (x/Ax)

fr—

0,
bit-szam allapot-szam AX = X = ]A) ks FS dB FS
n 2" 2 ( : 100) ppm ;
ha Xrs = 10 V 2 [20:l0g(1/27) ]
10 1024 9.77 mV 0.098 977 60
(1000) (=10 mV) (0.1) (1000)
16 65 536 153 pVv 0.0015 15 - 96
20 1048 576 9.54 pV (=10 pV) 0.0001 1 - 120

Binaris kodolés szamitogépes interfésznél célszert, vizualis megjelenitéshez viszont
decimalis a szamkijelzés. A DIGITszam(d) — BITszam(n) ekvivalencia’: d ~ 0,3-n.
2. A kvantalo6 atvitele — a kimenet (N) a bemenet (x/Ax) fiiggvényében — ,,1épcsds”
karakterisztik4ju, tehat igen er6sen nemlinedris. Szinuszos jelre egy nemlinearitas
felharmonikus frekvencia komponenseket allit el6, mas szdval torzitast okoz. Ez azt
jelenti, hogy a kvantalads mddositja a mérendd jel spektrumat, ami csak akkor
elfogadhato, ha a torzitas kis szintii (és lehetdleg legyen zaj-jellegii).

® A megnevezés AIF (anti imaging filter): képmasokat eltavolitd sziird.
" A matematikai szoftvereknél is megtalalhato round() miivelet.

¥ Ha viszont az egység (AX) és a tartomany (Xgs) van el8irva, akkor a sziikséges bitszam:
(Xps/Ax) =2" — log (Xgs/AX) =n-log 2, és ebbdl n> 3,3-log (Xps/AX)

" Mert 2" ~10% — log 2" ~log 10, és innen d ~ (log 2)-n = 0,3-n (mert log 2 ~0,3).

Példaul “n = 16 bit (CD lejatsz6)” kb. “d =~ 4.8 digit — 4% digites multiméter”. (Ha a kijelzés legmagasabb

helyértékén nem teljes a digit-szam, akkor a technikai zsargon: “%: digit”; ez itt inkabb ,,% digit”.)



Specialisan a round() miivelet csak paratlan szamt harmonikus értékeket general,
ahogyan ezt az alabbi (N = 16K pontos FFT-vel szamolt) abra is szemlélteti:

40T T T 1l —40 I I I
1
R
1
- | -
= — G0 T = — G0
i dB -gp i dB -gp
e -100 = —100
—10 - —10 N . R
; 0 100 1t '.-'.IZI4 a0 043 4006 G144 8192
k LOG  LIN x
Harmonic npumber R skila ’7? Harmonic number

A bemenet: sin(2n-(1/s)-i), ahol s = 2", tehat jelentds a ,,tul”-mintavételezés (a hasonmasok
elkeriilésére!), a felbontas: n = 8 bit, és a jel szintje: 0 dB.
(A max. szinti harmonikus szama: F =~ 11-2", és ennek a szintje = -9-n + 6 [dB])
A LOGaritmikus frekvencia skdla a ,,paratlansagot”, a LINearis skala pedig ebben az
esetben a ,,fehér-zaj jelleget” jol szeml¢lteti.
3. A méréstechnika nagy csele: linearis kvantal6 modell

A nemlinearitas hatdsat igen nehéz szdmba venni, s ha mégis — mivel a szuperpozicio elv
nem hasznélhaté —, minden bemend jelre kiilon-kiilon kell a

€ szamitast elvégezni. Rdadasul a hiba pillanatértéke is bemenet-
A ;g w _ﬁ“fﬁ N fligg6. Ezért ha elég nagy a felbontas, és a mérendd jel igen
e o dinamikus (spektralisan ,,6sszetett”), akkor a kvantalé hibgjat a

bemenettdl fiiggetlen, szélessava zaj-forrassal'® modellezziik:

round() miivelet esetén az e hiba egyenletes eloszlasu (az |e| < 2 tartomanyban) €s
spektralisan fehér zaj (egyenletes amplitido spektrum a 0, fy/2 tartomanyban).

Mintavétel és kvantalas egyltt:

Az f; mintavételi frekvencia a savszélességet (a mérhet6 spektrumot), az n bites felbon-
tasu kvantalas a dinamikat (a pontossagot) korlatozza. Eszk6zok dsszehasonlitasahoz
kiindulas lehet az ,,atviteli kapacitas™:

2" /At =2" - f,
A két alap-paraméter (fs és n) egyidejii javitasa a gyakorlatban egymasnak ellentmondé
kovetelmény! Jellegzetesen eltérd kategoriat képviselnek a nagy mintagyakorisagti (de
emiatt kis felbontast), ill. a finom felbontasu (de lass, kis mintavételi frekvenciaju)''
eszkozok. Egy ,,univerzalisan” hasznalhat6 atalakitonal az varhato, hogy ,,ebbdl is egy
kicsit, abbdl is egy kicsit”.

12 Ez rossz becslés kisszintii (durva felbontast) vagy periodikus jel, ill. konstans jel esetén.

" Egy triikk: a gyakorlatban igen nagy felbontasu atalakitot ugy épitiink, hogy igen kis bitszami, de igen
nagy mintagyakorisagu atalakité mintasorozatabol digitalis sziiré eltavolitja a kvantalasi (fehér) zaj nagy
részét, tehat 1ényegesen megndveli a jel/zaj ardnyt és igy a bitszamot is (!), mikozben lecsokkenti a mintak
gyakorisagat (in. decimal¢ sziirg).

Megjegyzés: tovabb is lehet fokozni a kvantalasi zaj ,,kisoprését” a hasznos (kis-frekvancias) savbol Gn.
zaj-formalassal (technikai megnevezéssel ez a AX elv /modulacid/).
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