A konvoluciés kdédolas

A blokk kodok vitathatatlan elénye a viszonylag egyszerii algebrai kezelhetdség. Ugyanakkor
felmeriilhet benniink a gondolat, hogy nem jar-e hatrannyal az, hogy az iizenetszimbolumok
sorozatadban a kodolassal 1étrejovo belsd kotottségek megszakadnak a kddzsavak hatarain.
Vagy mas néz6pontbdl fogalmazva, arra is gondolhatunk, hogy a kodsebesség a kodszavak
hosszaval egyre nd, és azonos képességii kddok (példaul a bevezetd példankban szerepld
Hamming kod) a kodszohosszal novekvd kodolasi nyereséget mutatnak. Nem lehetne
végtelen hosszu kodszavakat hasznéalni?

A kérdésre a konvolucios kod ad pozitiv valaszt abban az értelemben, hogy elkezdhetiink
kialakitani egy kodszot, amikor meg akarjuk kezdeni az informacidtovabbitast, ¢&s
folyamatosan tarthat a kddszo6, ameddig van tovabbitandé informacionk. Ezaltal persze nem
lesz végtelen, de olyan modellekkel fogunk foglalkozni, amelyek egyik irdnyban végtelen
hosszl sorozatokat tételeznek fel.

Hogyan alakitjuk ki tehat a konvolicids kodot? Vessziik a tovabbitando szimbdlumsorozat K
hosszl szegmensét, képeziink hozza egy N > K hosszl sorozatot, mint a kddsz6 egy részét,
majd vessziik a kovetkezd K adatszimbolumot, de ebbdl oly médon képezziik a kodszod
kovetkezd N elemét, hogy tekintetbe vessziilk a korabbi lizenetszimbdlumokat is, vagy
pontosabban azok véges és kotott hossziusagl szakaszat. Tehat miként egy linedris invarians
transzforméacio az iddtartomanyban konvoluciot képez a bemend jel €s a sulyfiiggvény kozott,
l1étrehozva igy a kimend jelet, akként a konvolucios kodolo is végigesusztatja egy specialis
digitalis szr6 sulyfliggvényét az adatszimbolumokon és eldallitja a koédszimbolumokat. A
specialitdsa abban rejlik, hogy tobb szimbolumot generdl, mint amennyit a bemenetén
feldolgoz.

A konvoluciés kodok egy nagyobb csalddnak, a frellis kodoknak azt a részét képezik,
amelyek iddinvariansak, és linearisak. A trellis egy racsalaku iranyitott graf, amelynek
jelentds szerepe lesz a konvolicidos kod megértésében, ezért majd részletesebben
megismerjik. Az idGinvariancia roviden azt jelenti, hogy egy szimbolumsorozatra kapott kod
nem valtozik meg attdl, hogy eléje egy csupa nulla sorozatot helyeziink.

A konvoluciés koédok is, miként a blokk-koédok Ilehetnek szisztematikusak vagy nem
szisztematikusak.

A konvolucios kodolas leirasa torténhet trellis-ekkel, polinomokkal, vagy matrixokkal. A
viszonylagos egyszeriisége, a dekodolasban és a megvaldsitasban jatszott szerepe miatt a
trellis leirasra fogjuk a hangsulyt helyezni.

Konvolucios kédolas leirdsa matrixokkal

Lényegében csak az érdekesség kedvéért mutatjuk meg, hogy a konvolucids kodolas miivelete
matrix-miiveletekkel is leirhato, bar a haszndlandé matrixok elég specialisak. Nevezetesen
végtelen sor- és oszlopszamu matrixokkal vald szorzas révén hozhatjuk létre a korlatlan
hosszu kodszot a korlatlan hosszl adatsorozatbdl. Ebbdl egyenesen kovetkezik a gyakorlati
hasznalhatatlansaga a matrix leirasnak, de az elvégzend6 miiveletekre jol ravilagit.

Legyen példaként egy (3,1)-es konvoltcids kdd, az alabbi generatormatrixszal:
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A generatormatrix elemeit olyan rész-matrixok adjak, amelyek K sort és N oszlopot
tartalmaznak, tehat a példaban 1 soros és 3 oszlopos rész-matrixokat latunk, amelybdl az els6t
bekereteztiik. A végtelen méretli generdtormdtrix elemei jobbara nullak, kivéve az 4tlod
kornyékén 1évé elemeket, akkora szélességben, mint a kod kényszer-hossza. A kod
kényszerhossza azt mondja meg, hogy hany adatkereten keresztiil jon létre kapcsolat a
kédszoban. Azt is mondhatjuk, hogy milyen ,hossziu sulyfiiggvénnyel” képezzikk a
konvolucidt. A matrix kdzepe tajan bekereteztiik a részmatrixoknak azt a csoportjat, amely
végigvonul a teljes matrix atléja mentén, és a kdvetkezo pontban még kiemelt szerepe lesz.
A példat tekintve, legyen egy iizenetsorozatunk az alabbi:
u=[l 0 1 1 1 -,

a keletkez6 kodszot a kdvetkezd szorzat adja:

c=uxG=[ 110 011001107101 -].

Bar igen gyakran a K=1 hossza adatkereti konvolucios kdédokat hasznaljak, egyaltalan nem
kizart a hosszabb adatkeret alkalmazédsa, amire szintén mutatunk egy példat. Legyen a kod
(3,2)-es, a kovetkezd generatormatrixszal:

F0 10000000 00 0 0 0 -]

1._0_1!10.0_0i10.1.0:0 00 0 0 0

0 0 007 TTUNHTOTO0T0T00 0 0
G={0 0 0 !l__0_110.0_0!0._1.0i0 0 0

0000 0 00 170 000 00

0000 00! _0 110 0 010 1_0

A generatormatrixot eredményez0 rész-matrixok sorai leirjdk az adatszimbolumokbol
képezendd kodszimbolumokat. Példaul egy csupa 1-es iizenet-sorozatbdl a kovetkezd kod-
sorozat keletkezik:

c=[l 111 11*G=1 110110 0 1].

A generatormatrixon kiviill megszerkesztheté a paritasellendérz6 matrix, és az 0.n. inverz
matrix, amely visszaadja a kodsorozatbol az iizenetsorozatot. Ezek szerepe azonban nem
jelentds, mert a szindroma alapt dekodolas nem célszerti a konvolucios kodokra.

A matrix-szorzas szemléletessége miatt jol latszik a bemutatott példakban is, hogy a
koédsorozat kiszamitasa soran, amint a transzponalt iizenetvektort 1éptetjiik jobbra, a kezdeti
,bevezetd rész” utan, ugyanazokkal az elemekkel szorzédik az tizenetblokk mas és mas része.
Mintegy végigcsusznak ezek a szorzotényezok az lizenetsorozaton. Valamint ezt megfigyelve,
az is szembeszokik, hogy mennyire ,,pazarld” a matrix-leirds, hiszen csak egy keskeny sav
vesz részt a szamitdsban. Valdjdban oOnként adodik a gondolat, hogy a polinomidlis
reprezentacid nagyon elonyos lehet, mert ott a nulla egyiitthatokat le sem kell irni.

Konvolucids kodolas leirasa polinomokkal

A konnyl kovethetdség kedvéért folytassuk a fenti példakat! A (3,1)-es kéd példajaban, a
generatormatrix kozepén szerepld négyszdgben harom oszlopvektort latunk, amelyek egy-egy
kodszegmens szimbolumait képezik. Ez ugy torténik, hogy az ¢éppen aktudlis
lizenetszimbolum ¢és a két el6z6, az oszlopvektorral szorozva képezik a kddszimbdlumokat.
frjuk le ugyanezt polinomokkal! A harom kodszimbolum képzéséhez harom
generatorpolinom kell. Az elsd oszlopban egy l-es van az alsé pozicidban, legyen a
g,(x)=1! A mésodik oszlop 1 0 1, amit irjon le a g,(x) =x” +1 polinom, illetve a harmadik



a g,(x)=x"+x+1 polinommal reprezentalhatd. A példa iizenetblokkjat pedig a kovetkez6
polinommal irhatjuk le:
u(X)=u, +uy X +u, X ugox =1+ + 10+ xt
Elvégezve a szorzast, a kdvetkezot kapjuk:
e () =u(x) g, (x)= (U, +uy-x" +u, - X +us-x*--)-1
c,(¥)=u(x) - g,(x)= (U, +uy - x> +u, X +u - x) (X +1) =
=u + (1) Xy X+ (U Fug)xt e
c;(x) =u(x)- g, (x) = (u, +uy - X" +u, X +ug-xt) (K +x+1) =
=u +uy - x+ U ) X+ (g ) X+ (g g ug)xt
A kodszimbolumokat a polinomegyiitthatok irjak le, a kozottik végzendd miiveletek GF(2)-

ben végzenddk. Az eredmény:
1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

ami természetesen megegyezik a korabbival.
A generatorpolinomokat matrixba is rendezhetjiik, és a polinomos leirdsban megadhatjuk a
generatorpolinom-matrixot, ami a példankban:

GW=[g(0 & &@]=Il @+) +xen].
A masik példa is emlitést érdemel, mert abban iizenetszimbolum parok hozzak létre a
kodszoszegmenseket. A generatorpolinom-matrixnak ekkor két sora lesz, amelynek elemeit az
eddigi  tapasztalatok  birtokdban  kiolvashatjuk a  matrix-leirdsndl  megismert
generatormatrixbol:

G(3ﬂ2)(x):|:g11(x) g5, (%) g31(x):|:|:x 12 0}
gn(x) gu(x) g, (%) 1 x 1

A példat nem folytatjuk, mert sokkal fontosabb mondanivalonk is van a polinomokkal torténd
leirdssal kapcsolatban. A polinomok szorzasa és osztasa konnyen megvaldsithatd shift-
regiszterekkel. Jelenleg a szorzast mutatjuk meg. Ha az a(x) polinomot meg akarjuk szorozni
a b(x) polinommal, akkor kell egy shift-regiszter, amelyben a tarolok szama annyi, mint az
egyik polinom fokszdma, és a megfelel6 pontokon Gsszeadast kell végezni. A megvaldsitas
szempontjabol a legegyszerlibb a binaris eset, és a példainkat ugy folytatjuk, hogy
megszerkesztjiik a fent meghatdrozott polinomokkal torténd szorzast megvaldsitd shift-
regisztereket. Az egyilk polinom az iizenetszimbolumokat képviseli, amit a
generatorpolinommal szorzunk. Az elsé példdban 3 generatorpolinom van, a fokszamuk
legfeljebb kettd. Kell tehat egy shift-regiszter két taroloval. Mindhdrom szorzast ugyanazzal a
shift-regiszterrel végezhetjiik el:

] 2

Az 1.-es jelil kimenetre kozvetleniil a bemend szimbolumok jutnak, erre a g,(x) =1 polinom

érvényesiil. A 2.-es jelii kimenetet g,(x)=x"+1 polinom hatdrozza meg, azaz a kettdvel



korabbi plusz (modulo 2) a jelenlegi, és a 3.-as jelii kimenetre g,(x)=x"+x+1 polinom

dolgozik, azaz a kettovel korabbi, az eggyel korabbi és a jelenlegi modulo 2 dsszege.

Erdekes a masik példa is. Mivel itt K =2, és N = 3, ezért a shift-regiszterekbél 2 x 3-as készlet
kell, amint azt a generatorpolinom-matrix is mutatja. Viszont az is kiolvashato, hogy a fels6
sorhoz csak egy tarold elem kell, az alsohoz pedig kettd, és nyilvan itt is tobbszordsen
kihasznaljuk a shift-regisztereket:

a—>» 7! @ 1
A
YV
T O

Ellendrizhetjiik, hogy az a bemenetrdl az 1.-es kimenetre 1 késleltetéssel jutunk, azaz a
polinom x, a 2.-es kimenetre kdzvetleniil, ami azt jelenti, hogy a polinom 1, ¢és a 3.-as
kimenetre nincs a-r6l csatlakozas, tehat a polinom 0. A b bemenetrél pedig az 1, x* és 1
polinomokat valdsitottuk meg.

Az eddigi ismeretek birtokdban nagyon fontos észrevenni, hogy bar adtunk kétféle leirasi
modszert a kodoldsra, és az utdbbibdl eljutottunk egy megvalositasi lehetOséghez, tehat
praktikus kodolot is bemutattunk, nem adtunk semmilyen konstrukcids szabélyt a
generatormatrixra, vagy a polinomokra. Ennek pedig az az oka, hogy altalaban nem ismertek
ilyen konstrukcios szabalyok. A legtdbb ismert, €s széleskoriien hasznalt konvolucios kodot
szamitogépes kereséssel talaltak meg, €s tdblazatokban foglaltak 0ssze a paramétereiket. Az
egyik hasznalt modszer a kod paramétereinek megadasara a polinomegyiitthatok oktélis
szamokkal torténd leirasa. Igy példaul a fenti (3,1)-es kodot az (1, 5, 7) polinomok hatérozzak
meg, mig a (3,2)-eset ((1, 2, 0), (1, 4, 1)) polinomok.

A masik fontos észrevételiink pedig az kell legyen, hogy eddig még emlitést sem tettiink a
konvolucids kodok dekoddolasardl. A dekodoldsi lehetdségek megértésében nagy segitséget
jelent a kod, illetve a kddolés trellis-ekkel torténd leirasa.

Konvolucios kédolas leirasa trellis-ekkel

A racsalaku iranyitott grafok, azaz a trellis-ek hasznalata ugyan szokatlan lehet a kodoléasrol
szerzett eddigi ismereteink alapjan, viszont nagyon hasznosnak fog bizonyulni. Ezek a grafok
nem csak azt tudjadk dbrazolni, hogy egy adott kodparaméterekkel végzett kodolas soran mely
kodszoszegmens keletkezik valamely lizenetszegmens hatasara, hanem tomoren megjelenitik
az ,,egész torténetet”, tehat azt, hogy milyen ,,el6¢lete” volt a kddnak, a kodolonak, amikor az
éppen aktualis szegmens megérkezett, és azon végrehajtotta
. Az eldirt miiveleteket.
b Az ismerkedés a legegyszeriibb lesz egy példa keretében.
Szerkessziik meg a mar ismert (3,1)-es kod trellis-ét! Elso
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allapotban az els6 tarold bemenetén 1-es, a méasodikban 0 van. Ha a beérkezd 1-es hatasara a
C jelt allapotba jutott a kodolo, akkor a kdvetkezd 0 lizenetszimbolum a b jelii allapotba, mig
az 1-es a d jelii allapotba viszi a kodolot, mikdzben az a 001, illetve az 110 koédszegmenseket
generalja. Végiil mar csak az maradt, leirjuk mi toérténik, ha shift-regiszter a b jeli, vagy a d
jelt allapotaban van, €és 0j iizenetszimbolum érkezik. Konnyen ellendrizhetéen a b jeli
allapotbol az a jelii, vagy a c jeli allapotba kertil a 0, illetve az 1-es hatasara, mikdzben 011,
illetve 100 szegmenst general, mig a d jelti allapotbdl a b jeli, vagy a d jeli allapotba kertil a
0, illetve az 1-es hatasara, mikozben 010, illetve 101 szegmenst general.

A fa-graftol csak egy l1épés a trellis, mert csupan azt kell észrevenni, hogy felesleges a fa graf
korlatlan szétteriilését, terebélyesedését megengedni, hiszen észrevehetd hogy ismétlodések
vannak benne. Ha elhagyjuk a felesleges ismétlddéseket illetve elvégezziik a lehetséges
Osszevonasokat, akkor a trellis-t kapjuk:

000 000 000 000 000
a O O >, O O »O
1%, 11%, 111017440011 744011
b ‘ v o oy oy O N O

A trellis csomopontjait, amelyek a shift-regiszter allapotat jelolik, sorokba rendeztiik, és egy-
egy sorban azonos allapotok talalhatok. Igy kialakul a racs, amit még azzal szineztiink, hogy
folytonos vonalat hasznaltunk az élre, ha 0 {izenet-szimbolum hozza 1étre, illetve szaggatott
vonallal jeloltiik az 1-esek hatasara létrejovo éleket.

A trellis éppen Uigy meghatarozza a kodot, mint a generatormatrix, vagy a generatorpolinom-
matrix, viszont van néhany elonyos tulajdonsaga is, amelyek a kod teljesitOképességének a
feltarasaban, illetve a dekodolési algoritmusok megértésében jatszanak szerepet. Azonban van
még egy hasznos leirdsi lehetdség a konvolucios kodra, ami szinte nélkiilozhetetlen a
mennyiségi viszonyok meghatarozasanal, de ezt csak a dekddolds megismerése utdn mutatjuk
meg.

Konvolucios kodok dekodolasa

Viarakozasunk szerint a konvoltcids kodolds elénydsebb lehet, mint a blokk kddolas, mert
nem szakad meg a szimbolumok kozott kialakuld kapcsolatrendszer a blokkhatarokon. Ez a
varakozasunk teljesiilni fog, az elérhetd eredményeket a dekddolds megismerése utan
mutatjuk meg. Jelenleg azonban a fenti eldnyt eredményezd problémaval kell
szembenéznlink, azaz miként allapitsuk meg egy vett sorozatrol, amely akar végtelen hosszi
is lehet, hogy legvaloszintibben melyik kiildott sorozatbol johetett 1étre. E16szor idézziik fel,
hogy miként jartunk el a blokk kodolasnal!

Feltételeztiik, hogy ismerjiik blokkok hatérait, és egy vett blokkrol, amelyet a csatornaban
észlelt jelbol a demodulator eldallitott, megallapitottuk, hogy melyik kodszora hasonlit
leginkdbb, és az annak megfeleld {izenetet fogadtuk el, mint a legvaldszintibbet. A
hasonlosdgot a Hamming tavolsdggal mértiikk, és igy a legkisebb Hamming tavolsagu
sorozatot fogadtuk el. A feladat elvégzéséhez vektor- vagy polinom-algebrai modszereket
alkalmaztunk.



Konvoltcios kodok esetén a kddsorozat mérete (hossza) nem kotott. Elvileg képezhetnénk
blokkokat, de ez nem igazdn oldand meg a dekddolési problémat, viszont rontana a kod
hatékonysagat: felesleges szimbolumokat kellene beiktatni, és a blokkhatarokon
megszakadnanak a kapcsolatok, tehat valojaban blokk kodot képeznénk.

A dekoddolas alapelvét, tehat azt, hogy egy vett sorozat észlelésekor a legvaloszinlibb kiildott
sorozatot kell elfogadni, nyilvin meg kell Orizni, de a matrix- vagy polinom-algebrai
modszerekrdl valdsziniileg le kell mondani, mert a végtelen méret ezek hasznalatat
praktikusan lehetetlenné teszi.

Sajnos még egy dologrdl le kell mondanunk, nevezetesen a maximum a-posteriori
valdszintiségen alapulo (MAP) dekodolasrol, de ez nem nagyon f4j6. Ugyanis nem célszer(i
olyan modellt konstrudlni, amely ismertnek tételei fel a kiildott sorozatok a-priori
valoszinliség-eloszlasat, igy megelégszink a maximum likelihood (ML) dontéssel, ami
gyakorlatilag azt jelenti, hogy valamennyi sorozatot azonos valdszinliségiinek tételeziink fel.
Ennek értelmében meg kell allapitanunk, hogy a kiildott sorozatok milyen valdszinliség-
eloszlassal hozzak létre a csatorna kimenetén vehetd sorozatokat. Természetesen ezt
valamilyen csatorna-modell esetén lehet meghatarozni. Az egyszerliség kedvéért legyen a
vizsgalt csatorna BSC, amelyet a p bit-hibavalosziniisége egyértelmiien meghataroz. Ekkor
konnyl kiszdmitani (blokk kdédoknal sokszor hasznaltuk) az alabbi valosziniiséget:

P(d szamu hiba n-ben) = (Z’j pt-(-p),

illetve, a most érdekes feltételes valdszinliséget:
P(vett sorozat | kiildétt sorozat) = p* -(1— p)"™,

ahol d a kiildott sorozat és a vett sorozat Hamming tavolsaga (azaz d bitben térnek el
egymastol az n hossziisagu sorozatok).

Ezutan vegyiik el6 a kodot leird trellis-t! A trellis agaihoz kodsorozat-szegmensek vannak
rendelve. Ha a fenti valoszinliségben feltételezziik az egyes agak kodszegmenseit, akkor
kiszamithatjuk a vett sorozat egy-egy részének valoszinliségét. Vegyiikk ezeknek a
valdszintiségeknek a logaritmusait, és hasznaljuk a hasonldésag mértékeként. A trellis egymast
kovetd agai egy-egy utat képeznek, amelyekre vonatkozdan a fenti mértékeket d6sszeadhatjuk
(a valdszinliségeik Gsszeszorzodnak). Véges hossziisdgu utakndl maradva, amelyek » 4gbol
tevOdnek Ossze, annak a valdszinliségét, hogy egy kiildott sorozat esetén valamely ut
mennyire valdszinii egy adott tulajdonsagl csatornan, az alabbi kifejezéssel adhatjuk meg:

egy ut meértéke : = u = Zr:log[pd" (1= p) ]

i=l1
Erdemes elvégezni a kovetkezd egyszerii atalakitést:

d
P(vett sorozat | kiildétt sorozat) = (IL) -1-p)",

igy az egyes agak mértéke az alabbi lesz:
M =d;- log(%) +n-log(l-p),
-bp

ami jol mutatja, hogy '2-nél kisebb bit-hibavalosziniliségli csatorna esetén mindkét logaritmus
argumentuma 1-nél kisebb 1évén, értékeik negativak, tehat a legkisebb negativ mértéki uté
lesz a legnagyobb mérték. Végiil levonhatjuk a kdvetkeztetést, hogy a trellis-ben egy-egy ut
valoszintiségének a mértékéiil hasznalhatjuk a Hamming tavolsagot, de nem a legnagyobb,
hanem a legkisebb Hamming tavolsagu ut lesz a legvaldsziniibb (6sszhangban a fentiekkel és
a varakozasunkkal). A fentiek alapjan mikodé dekodolasi modszert Viterbi dolgozta ki.



A Viterbi dekodolas

Viterbi észrevette, hogy egy vett sorozat esetén a sorozatot legvalosziniibben eredményezd
utnak a trellis-en torténd megkereséséhez nem kell az Osszes lehetséges ut mértékét
meghatarozni, mert ki lehet hasznalni bizonyos kotottségeket. A trellis-en az 4gak
csomopontokbol indulnak, és csomoépontokba futnak 6ssze. Egy-egy csomopontba dsszefutd
agak megszerzett mértékéhez adodik hozza a
kovetkez8 ag mértéke. A csomdpontban az  O—>O—>O—
agak nem keresztezik egymdst, hanem \

egyesiilnek, igy megorizni csak a nagyobb \ /

mértéket érdemes, és azt az agat (Utrészt), O\ O
amelyik kisebb mértékkel érkezett, ki lehet 7
ejteni a versenybdl. gy minden csomdpontnal
csak egy tulelo utat kell megdrizni. A mellékelt
abran illusztraljuk a megdérzendd tuléloket.
Binaris esetben a csomodpontba érkezd kettd
koziil a kisebb mértékiit elfelejthetjiik. Ezeket
at-ixeltiik.

Emlékeztetiink, hogy a feladat annak az itnak a megkeresése, amelyre fennall:

maleog[p (1-p)"~ d] vagy mmZd

i=1
A feladat elvégzését, azaz a Vlterbl dekddolast a mar tobbszor hasznalt, egyszerli példankon,
a (3,1)-es kodon mutatjuk be. A megfelelden felcimkézett trellis a kovetkezo:

= [101 000 100]

P >
S R TE R
111 111 M1 011 -

010 - 000 111 001
110-111 110 010

3
X
X
5
c O 001 - 000000 111 X
101 -111 001 100 | »
K

4

011 —-000 111 110

do 111 =111 110 101

A példa kapcsan hangsulyoznunk kell, hogy nem megy az altalanossag rovasara, ha egy csupa
nulla sorozatot tételeziink fel kiildott sorozat-ként, mert a kod linearis. Igy elindulva az a —
allapotbol, megvizsgaljuk, hogy a kodold kényszerhosszan mekkora a Hamming-tavolsag a
trellis egyes, zarodd Utjain a vett sorozat €és a zarddo utak sorozatai kozott! Minden zarodo
utpar koziil a kisebb Hamming-tavolsagit orizzilk meg, és megjegyezziik a csomopontra
akkumulalt Hamming-tavolsag értékét! Az abran a v — jeli vektort tételeztiik fel vett
sorozatként, és Osszeszamoltuk az egyes, 3 4g hosszlisagu utak Hamming tavolsagat a v
sorozattol. A talalkozasi pontokban feltiintettiik a kapott értékéket, és a nagyobbat athuztuk.
Ezutan egy lépéssel (aggal) tovabblépiink, ismét kiszdmoljuk a Hamming tévolsagokat,
hozzaadjuk az el6zdéleg megdrzottekhez, és megint a kisebbeket orizzilk meg. Ezt igy



folytatjuk az {izenet végéig. Amikor véget ér az iizenet, akkor a legnagyobb mértéki, tehat
legkisebb Hamming tavolsdgi csomopontot fogadjuk el, mint a legvaldszinlibb Ut végét.
Ekkor ebbdl a csomépontbdl, a Iépésenként megdrzott agakon visszafelé 1épkedve
kiolvashatjuk a legvalosziniibb kiildott kddsorozatot, illetve a legvaldsziniibb {izenetet. Ha a
legvaloszintibb kiildott kodszot Gsszevetjiik a vett sorozattal, akkor megallapithatjuk a becsiilt
hibakat.

Figyelmesen kovetve a tennivalokat, szerepel egy kitétel, amely nem minden felhasznalas
esetén teszi lehetdvé az ismertetett modszer alkalmazasat, nevezetesen: ,,folytatjuk az iizenet
végéig”. Amennyiben tényleg ezt tennénk, akkor olyan késleltetés keletkezhetne, amely
bizonyos esetekben elfoghatatlan lenne. Azonban ezen is tul lehet [épni.

A modositott Viterbi algoritmus

Az elfogadhato mértékii dekddolési késleltetés érdekében — véllalva az esetleges tévedést is —
nem varjuk végig az lizenetet, hanem egy altalunk valasztott hossziisagh kodsorozat
beérkezése ¢s kiértékelése utdn megkezdjiik a ,,visszatekintést” az addig legvaldsziniibb
iizenetszimbolumokra, és ettdl kezdve, mindegyik kddszoszegmens kiértékelése utan egy-egy
Ujabb, feltételezett lizenetszimbolumra adunk becslést. A csatornaban 1évd jel-zaj viszonytol
fiiggden hosszabb-rovidebb sorozat dekddoldsa utdn mar kicsi a valoszinlisége, hogy az utak
mértékeinek sorrendjében jelentds valtozas kovetkezzek be, igy ez a modszer kozel optimalis
dekodolast tesz lehetoveé.

A lagy dontéses Viterbi dekodolas

A Viterbi dekodolasrol eddig elmondottakban azt tételeztiik fel, hogy a demodulatorban
»kemény” dontés sziiletik a beérkezd szimbolumra, és a dekdder egy szimbdlumsorozatot kap.
Pedig szamos esetben ezt a dontést nem lehet nagy biztonsaggal elvégezni, és igy hibas
szimbolum jon létre. De hat azért van a dekdder, hogy kijavitsa a hibat! Viszont kdnnyebb
dolga lenne, illetve biztonsdgosabban, nagyobb valdszinliséggel adhatna a dekoder jo
eredményt, ha figyelembe vehetné azt a bizonytalansagot is, amellyel a dontdkésziilék
szembesiilt. Tehat ahelyett, hogy — esetleg tévesen — eldontdtt szimbolumokat adnank a
dekodernek, adjuk oda neki a demodulator 4ltal tapasztalt, a csatornabol érkezd értékeket,
amelynek alapjan a dontokésziiléknek kellene miikddnie.

Egy kicsit pontosabban, és a megvaldsithatosagra is tekintettel, a demodulator példaul egy
binaris atvitelnél nem azt donti el, hogy 1-es, vagy 0-s szimbolum j6tt, hanem, hogy a
feldolgozott zajos jel a kijeldlt értéktartomanyok koziil melyikbe esik bele. Ezért joggal
mondhatjuk hogy donteni is kell, de wugyanakkor a ,kemény” binaris dontést
~meglagyitottuk”.

A lényeges kiilonbséget a kemény dontéses dekodolashoz képest a trellis agai, illetve utjai
mértékének a meghatdrozésa jelenti. Tételezziik fel, hogy a csatorndban additiv, gaussi, fehér
zaj zavarja az atvitelt! Ekkor a demoduléator kimenetén egy normalis eloszlasu valoszinliségi
valtozo képezi a dontés alapjat. Ha ennek eloszlasat o szoras és £ 4 varhatoérték jellemzi,
akkor annak a valdszinlisége, hogy az i-edik 1épésben az (r) jelli ag j-edik idérésében v értékii
lesz, feltéve, hogy a kiildott szimbolum c volt, a kdvetkezo:

[y, —A(2-cf” -D]?
2

1

P, |c)y=——¢e 2o
(U| Y ) \N2mo

r)

(a fenti képletben " egy 0 vagy 1 értékii binaris véltozo).

Ha egy-egy 4g, azaz kddszegmens n szimbolumbdl all, akkor az i-edik 1épésben a mérték:

u = ZlogP(vU. \cfj") .
j=1



Képezve a logaritmust, a konstans tagot elhagyhatjuk, mert a mértékeket csak egymashoz kell
viszonyitani, és igy az alabbi 6sszeget kapjuk:
2

= i["y‘ —A(Z-c;_” _1)]
j=1

A dekodolast hasonloan végezziik, mint eddig, csak most nem a Hamming tdvolsagokat
hasznaljuk, hanem a fenti médon szamitott mértéket. Jelenleg a kisebb mérték a jobb, mert az
jelenti a kisebb euklédeszi tavolsagot.
Az aldbbiakban illusztraljuk a 1agy dontést a korabbi példa atalakitdsaval. Jelenleg tehat a
demodulatorbol nem a V = [101 000 100] binaris vektor érkezik, hanem példaul a
kovetkezo:

=25-151 -1-3-05 1.2 -12-2],
azaz végezze a demodulator a lagy dontést egy tizedes pontossaggal, és legyen 4 =2. (A
gyakorlatban persze nem tizes szamrendszerben miikodik demodulétor, hanem néhany binaris
jegy hasznalatos.) A trellis, és a szamitott mértékek a kovetkezok:

(000) __ (000)

™ = (2532) +(-1,5+2) +(1+2)" =29,5 4, =425 4™ =1088

a O— 000 —o— 000
111 111

c O \O\ /u3(010) 20

d O

M =(2,5-2) +(-1,5-2) +(1-2)* =13,5

A talélo utak a 45, a 70, 23 és a 67 mértékliek (kerekitettiink). Ha maris donteni akarnank,
akkor nyilvan a 23-as mértékiit valasztanank, ami az 111 001 100 sorozatot tételezi fel.

A konvoltcios kédolasrol eddig elmondottak alapjan tudjuk, hogy milyen modon irhatjuk le a
kodolas folyamatat, hogyan kell a kodot generdlni, és vett sorozatokat dekodolni, de a
konvolucids kod teljesitOképességének a meghatarozasdhoz, még egy tovabbi leirasi
modszerrel kell megismerkedniink.

Konvolucios kodoléas leirdsa allapot-atmenet diagrammal

110 % . )
81 p =17,28

cay w0 =40,25 g =26,88
58 4 =825 p" =36,48
97§ <“°> =36,25 ,u3(1°°’—1,28
70 W =26,88
1M =10,88

48

Mivel a kodolo egy véges allapotu automataval valosithatdé meg, a b =01
kodolas legtomorebb leirdsara az dllapot-atmenet diagramm-ot 011 . 001
hasznalhatjuk. Ismét példdn keresztil szeretnénk a viszonyokat "
e , . g , 100
megyvilagitani, ezért tekintsiik a mar jol ismert (3,1)-es kddunkat. A 111
, , . , w =00 M c=10
kodolonak négy allapota van, amelyeket az abc elsé négy betlijével |2 t—t——=—=>

jeloltiink, és a jelenlegi diagrammban a négy allapotot jelképezd
dobozokba irtunk. A dobozok kozotti, vagy néhol visszatérd utak \200 ) 010
képviselik az allapot-atmeneteket, amelyek soran azok a kodszavak
képzddnek, amiket melléjiik irtunk. Az atmeneteket itt is
megkiilonboztettilk attol fliggden, hogy 0-s ilizenetszimbolum
(folytonos vonal), vagy 1-es szimbdlum (szaggatott vonal) valtja-e ki. NI




Ez a diagramm azonban csak egy 0jabb abrazolas lenne, ha nem tudnank bel6le a kod egyik
legalapvetdbb teljesitmény-jellemzdjét, a kodszotavolsagot meghatarozni. Persze ez nem
egyszerl feladat, hiszen a keletkez6 kodszavak hossza nem kotott, sét akar végtelen is lehet.
A linearis blokk kodok esetén ez egy sokkal egyszerlibb feladat volt.

Az elvégzendd feladat érdekében alakitsuk at kicsit az allapot-atmenet diagrammot, oly
moddon, hogy a kezdd (00) allapot megismétlésével hozzunk létre egy u.n. végallapotot, azaz
nevezzik végallapotnak azt, amikor a 00 kezdetrdl ismét elérjiik 00 allapotot. Ezt a diagramot
szoktédk dllapot-folyam-graf-nak is nevezni:

011 e =00
b =01

T 001 010

100
_ M1 T~ 110 _
a=00] _ _ _ _ _ _ Slc=10] __°_ pl d=11

’ '

000 L 101

A konnytl 0sszehasonlithatosag kedvéért csak azokat az elemeket mozditottuk el, amelyek az
attekinthetd abrahoz voltak sziikségesek, és elhelyeztiik az e jelli végéllapotot.

A blokk-kdédolasbol tudjuk, hogy egy kod hibakezeld képessége a kodszavak tavolsagatol
(Hamming), pontosabban a két legkozelebbi kddszo tavolsagatdl, a kodtavolsagtol fiigg.
Konvolucios kodok esetén nincsenek meghatarozott hossziusagu koédszavak (ez az egyik
elényiik), hanem tetszésszerinti hosszusagu, elvileg akar végtelenig tartd koddsorozatokrol
beszélhetiink. Ezeknek a kodsorozatoknak a csatorndban keletkezd hibak ellenére torténd
megkiilonboztethetdségét a kozottik 1évo tavolsdgok hatdrozzdk meg. A tavolsagot
legegyszeriibben Hamming értelemben vehetjiik, amikor azt tételezziik fel, hogy a dekodolora
egy — a kod-abécé-nek mefelelé — szimbdolumsorozat érkezik a demodulatort kovetd, vagy
annak részeként felfoghaté dontkésziilékbol. Ezt nevezzikk kemény dontési eljarassal
kombinalt dekodolasnak. (A blokk-kodoknal csak errél beszéltiink. Konvolicios kodoknal
gazdasagosan realizalhato az u.n. lagy-dontés is.)

Konnyti belatni, hogy a kddsorozatok kozotti tavolsagot befolyasolja a hosszuk is. Ezért u.n.
tavolsag-profil-t hatarozhatunk meg egy kodra, amely azt mutatja meg, hogy kiilonb6zo
feltételek mellett milyen lesz a sorozatok tavolsaganak az eloszlasa, azaz mekkora tavolsaga
sorozatok, mekkora szamban fordulnak eld. Ez a tavolsag-eloszlas majd lehetdséget teremt a
hibakezeld képesség jellemzésére.

Konvolucios kod tavolsag profilja

A tavolsag profil meghatarozasa a kod dllapot-folyam-grdf-jabol torténhet.

Az allapot-folyam-graf utjai cimkézettek, egyrészt az uthoz tartoz6 koédok, masrészt az

iizenet-szimbdélumok képviselik a cimkéket. Azt, hogy milyen utakon juthatunk az a = 00

allapotbol az e =00 allapotba, tehat milyen ,kitérOket”, hurkokat irhatunk le, az alabbi

modon hatdrozhatjuk meg. Egyenleteket irhatunk fel az egyes allapotok kozotti atmenetekre.

Ezekbdl az egyenletekbdl kifejezhetjilk az a -bol e -be torténd lehetséges atmenetek

jellemzdit, amit transzfer fliggvénynek is neveznek, €s itt az alabbi modon jeldliink:
c=M-B-D’-a+M-B-D-b
d=M-B-D*-c+M-B-D*-d
b=B-D-c+B-D-d
e=B-D*-b

€ —1(B,M,D)
a
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Az M kitevdje azt jeloli, hogy az adott atmenetet melyik lizenet-szimbolum valtja ki (0 vagy

1), a B kitevdje jeloli az atmenetben szerepld agak (branch) vagy élek szamat (természetesen a

diagramban az atmenetek mindig egy-egy élen torténnek, de a trellis mentén mar nem ez a

helyzet). Végiil a legfontosabb, a D kitevdje jeloli az atmenetnek a csupa 0 kodtol valo

Hamming tavolsagat. Példaul az elsé egyenlet szavakban azt jelenti, hogy a ¢ allapotba

eljuthatunk a —bdl egy 1-es hatdsara (M) egy 1épésben (B), és kozben 3 Hamming tavolsagu

(D*) a kédsz6 a 000-t6] mérve.

A négy egyenletet a jobboldalon jelzett hanyadosra akarjuk megoldani. Az eredmény:
B*-M-D°

1-B-M-D*(1+B)

Vegyiik észre, hogy egy mértani sor 0sszege a kapott kifejezés. Ez egy végtelen Osszeg,

amelynek egyes tagjai megmondjak, hogy milyen utakon lehet a trellis-ben a 0 allapotbol
kilépve a 0 allapotba visszajutni. Felirva az 6sszeg elsé néhany tagjat:

T(B,M,Dy=B-M-D°+B*-M>-D*+B°-M*-D"+

+B°-M°-D"+2-B°-M°-D" +-..

kiolvashatjuk, hogy legrévidebben 3 agon (Iépésben), egy 1-es hatasara (ezért 1éptiink ki a 0
allapotbol), egy 6 sulyu uton jutunk vissza a 0 allapotba. A 6 stlya ttnak természetesen 6 a
Hamming tavolsaga a 0 sulyt uttdl. A kdvetkezo ,,hurok™ 4 1épésben, egy 8 tavolsagu tton,
két 1-es szimbolum hatasara kovetkezik be. Es igy tovabb.

De miért érdekel benniinket egyaltalan a kodnak ez a tulajdonsaga? Mert ebbdl tudunk
kovetkeztetni a hibakezeld képességére. Ugyanis az 4altalanossag elvesztése nélkiil
feltételezhetjiik (1évén a kod lineéris), hogy a forrds a csupa 0 tizenetszimbolumot bocsatja ki,
¢s igy a csatorndra a csupa 0 szimboOlumsorozat keriil. Amennyiben téves dontés
kovetkeztében a vett szimbolumsorozat ettdl eltér, akkor a dekodolés soran a legvaldsziniibbé
valhat egy a csupa 0-astol eltérd ut. A kérdés az, hogy ez milyen ardnyt dontési tévesztésnél
kovetkezik be.

€ _7(B,M,D)=
a

Konvolucios kod hibavalosziniisége

Egyébként, ha nem vagyunk kivancsiak a hurokagban 1év0 iizenetbitek szdmara (U), vagy a
hurkok hosszara (B), akkor a megfeleldt a folyamat grafban 1-el helyettesitve 7(B,D), illetve
T(D) is megkaphatd. Ha a szerepld dgak szamatol akarjuk fliggetleniteni magunkat, akkor B —t
1-el kell helyettesiteni, és igy a kovetkezd eredményt kapjuk:
T(M,D)y=M-D*+2-M*-D*+4-M>-D" +8-M"*-D" +...
Osszeg alakjaban is felirhatjuk az eredményt:
T(M,D)=Ya, M“9?*.D*,
d=6

ahol , adjamegad hosszusadgu hurkok darabszamat , ami a példaban:

o 20492 " ha d paros

¢ 0, egyébként

Megkaphatjuk a hamis dgon keletkezd hibés binéris szimbolumok szamat is 7(D,M) —bdl, ha

derivaljuk M szerint, és a derivalt értékét vessziik M = 1-nél. (Pontosabban ez nem explicit
modon adja meg a hibak szamat, hanem az szorzotényezdként szerepel)

MM.D) 5, d=4
oM yer )

M=l
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Az eddigieknek az a jelentdsége, hogy az igy kapott Osszefiiggéssel egy felsé korlatot
adhatunk a bit-hibavaldszinliségre, amit mar most leirunk, de megértéséhez még egy kis
vizsgalodasra van sziikség:

p . OT(M.D)

‘ aM M=1,D=,/4p(1-p)

Vizsgaljuk meg a dekddold tévedésének, azaz a hibds iizenetszimbolum keletkezésének a
mechanizmusat! A kéd linearitdsa miatt barmely sorozatot feltételezhetjiik a vizsgalathoz,
legyen ez példaul a csupa nulla sorozat. Konnyl ellendrizni, hogy az eddigi példdinkban is
gyakran szerepld kodra a legrovidebb hurkok, amelyek 3 1épés hosszak, a kiilonb6zo
sorozatokra csak eltérd alakuak, de megegyeznek a paramétereik, nevezetesen az elsd
Iépésben 3, a masodikban egy és a harmadikban 2 kddszimbdlum ez eltérés az agak kozott.
Ezt illusztraltuk az aldbbi dbran néhany 3 hossziusagl hurok megjeldlésével:

000 000 000 000 000 000 000 000

Van azonban ennél sokkal fontosabb mondanivalonk is, de a zavarossag elkeriilése érdekében
megismételjiik a trellis-t, és berajzolunk hosszabb hurkokat a 00 allapotbdl kiindulva, egy 3
lépés hosszi hurkot, egy 4 1épés hosszut, és két 5 1épéses hurkot (z6ld és narancs):

000 000 000 000 000 000 000 000

A bejeldlt hurkokat megvizsgalva, megéllapithatjuk, hogy adott szdm1 csatornaszimbolumbol
mennyit kell tévesen értékelni ahhoz, hogy ne az igaz utat 6rizziik meg, és igy a dekddolasnal
meghatarozott mennyiségl lizenethibat generaljunk. (Ha a téves ag mértéke nagyobb, akkor
azt Orizziik meg, és a dontésnél ezen megylink vissza, barmi torténik is a késdbbiekben.)

12



Nézziik a legrovidebb hurkot! Ha a csatornaba kiildiink 9 darab 0 szimbolumot, akkor a hurok
Osszefutd csomdpontjdban a téves (alsd) ut elfogadasahoz az kell, hogy legalabb 3 esetben 1-
esre dontsiink, mert igy megegyezik a helyes ut (felsd) és a téves ut mértéke, ami sorsolasos
esetben 2 valoszinliségli tévedés, mig 4 vagy tobb 1-es detektalasakor biztosan a téves utat
fogadjuk el. az adott hurokra vonatkozoan a téves Ut elfogadasa a 3 iizenetszimbolumbol
egynek az eltévesztését eredményezi.

Amennyiben ugyanezt végigszamlaljuk a tobbi bejeldlt hurokra, akkor azt kapjuk, hogy a 4
1épéses (kék) esetben 4 téves dontés vezet /2 valdszinliséggel a hamis Ut elfogadasara, mig 5
vagy tobb hibas dontés esetén mindig a hamis utat fogadjuk el. Tehat 12
csatornaszimbolumbol ennyinek az eltévesztése fog 2 lizenetszimbdolumot eltéveszteni. Nem
folytatjuk, mert jol latszik, hogy a kod teljesitoképességének a meghatarozasdhoz ezzel a
szamlalassal nem jutunk kozelebb, bar igy megértjiik a hibas dekodolds mechanizmusat.
Gondoljuk végig, hogy mi is torténik a dekodolas egy-egy 1épésében! A hozott mértékekhez
hozzaadjuk az 0j agakra kiszamitott mértékeket, és minden csomopontra vonatkozoan, az ott
Osszefutok koziil a nagyobb mértékiit valasztjuk talélonek.

Mivel a csupa nulla sorozat kiildését tételezziik fel, az egyediili ,,igaz” ut a fels6. A hamis
utak alul futnak. Az nem érdekes, hogy milyen mddon jott 1étre a hamis ut, egészen addig,
ameddig a vizsgalt csomdpontnal, a 0 allapottal vald taldlkozaskor nem valik talélévé. Ha a
hamis Ut valik tuléléve, akkor a dekddoldsban egy hiba-esemény kovetkezik be. A hiba-
esemény altal okozott lizenethibdk szama attdl fligg, hogy az éppen csatlakozott és taléldoveé
valt hamis ut mikor valt el az igaz Uttdl. Ezeket a jellemzdket a tdvolsag-profil kiszamitasanal
ismertetett modon meg lehet hatarozni egy adott kodra.

Maga a mechanizmus érthetd, de az még nem latszik, hogy miként lehet a kod
teljesitoképességét jellemezni.

Eldszor hatarozzuk meg annak valosziniiségét, hogy a kezdeti allapotbdl kiindulva egy-egy
ilyen csomopontba dsszefutd utak esetén, a tulélo kivalasztasanal a hibas agat valasztjuk!
Kemény dontés esetén a csatlakoz6 Gt-parbdl akkor valasztjuk a rosszat, ha annak a Hamming
tavolsaga kisebb a vett sorozattol, mint a helyes uté. A hamis Gt valasztasanak valdsziniisége
sajnos még attol is fiigg, hogy a csatlakozé hamis ut tdvolsdga az igaz uttol, paros vagy
paratlan. Kemény dontést, binaris szimmetrikus csatornat feltételezve:

« (d) |
P.(d)= 2 (.j-p’-(l—p)”’”

i=(d+1)/2\ 1

L d i d—i 1 d d/2 d/2

P.(d,,) iz;ﬂ(ij p(=p) 4 (d/zJ p”7-(1-p)
(ha a két ut, amelyek egy csomdpontban dsszefutnak, d Hamming tavolsadguak, akkor felénél
tobb hiba kell a hamis ut valasztasahoz).
Tovabba a csatlakozashoz megérkezd hamis ag tobb kiilonb6zd hosszasagh ut utolsé szakasza
lehet, és bar ismerjiik a lehetséges hurkok hosszat, nem ismert egyszert zart kifejezés a hamis
tuléld valasztdsdnak valdszinliségére, amit elsé hiba-esemény valoszinliségnek hivunk,
angolul first-event error valdszinliségnek szoktak nevezni.
Megadhadjuk viszont az elsé hiba-esemény valosziniiségének felsd becslését. Ennek egy
viszonylag egyszerii modja lehet, ha 0sszeadjuk valamennyi olyan hamis ut valasztasanak
valoszinliségét, amelyek hosszabbak a szabad uthossz-nal, tehat egyaltalan szdba johetnek.
Természetesen sulyozott Osszeget képezhetiink, hiszen a tavolsag-profilbol ismerjiik a
kiilonb6zé hosszisagu hurkok szamat is. Az igy kaphatd eredmény részben azért felsd
becslés, mert ezzel az Osszeggel implicit médon végtelen hosszil sorozatot tételeziink fel,
részben pedig azért, mert a kiilonb6zd hosszisagu utak nem kiilonalloak, hanem menet
kozben Osszeolvadhatnak:
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P.<Ya, P.d).
d=d,
ahol Pps(d ) annak a valosziniisége, hogy egy vett bindris sorozat kozelebb van a csupa
nullatdl d tavolsagra 1évd sorozathoz, mint a csupa nulldhoz. Ezt a valdszinliséget feliilrol
becsiilhetjiik az itt nem részletezett médon kiszamithatd, G.n. Chernoff korlattal:

P.(d)<[4-p(-p)"”

Ezt behelyettesitve az els6 hiba-esemény felsd korlatjaként kapjuk:

P.< Ya, Mpl-pl"* =T(D)), 1y

d=d,

Ahol felhasznaltuk a késleltetés profilra kapott kifejezést a rovid leiras kedvéért.

Még egy kis 1épés, és meghatarozhatjuk a dekodolt iizenetben a bit-hibavaldsziniiséget is
(pontosabban persze egy felsé korlatot arra). Ez azért egyszerli, mert a tdvolsag profil
meghatarozasakor bevontuk az egyes atmenetekhez tartozé lizenet-1-esek szamat is. Ezt
jeldlte M hatvanykitevdje.

Most semmi mast nem kell tenni, mint megallapitani, hogy hany {izenet-bit hibat
eredményeznek a tévesen valasztott hurkok. Ezt jeloltiik bétaval. Ennek értékét viszont, mint
mar ramutattunk, a tavolsagprofilbdl kiolvashatjuk:

oT(M,D
p < OTVM.D)
aM M=1,D=\/4p(1-p)
Példaul a mar kordbban bemutatott Hamming kod teljesitOképességéhez viszonyitva a most

megvizsgalt konvolucids kod kemény dontéssel eléri a kddolatlan esetet, de ismert (3,1)-es
konvolucids kod df = 8 szabad tavolsaggal is, ami nyereséget mutat:

10°

Py

S/N
18 [dB]

Az abrabdl az is latszik, hogy a felsd korlat kis jel-zaj viszony esetén mar nem hasznalhato.
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