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A DONTESELMELET ALAPJAI

Jéformén ¢letlink minden percében dontéseket kell hoznunk, és tessziik ezt minden
elméleti megalapozottsag nélkiil. Sajnos a mindennapi életben felmeriilé egyedi
dontésekre még nem sikeriilt igazan jo, elméletileg megalapozott modszereket talalni, bar
az ugynevezett szakértdi, vagy tudasbazisi rendszerek éppen erre torekszenek. Mi itt az
ugynevezett statisztikai dontési modszerekre korlatozzuk vizsgalodasainkat. Ezeknek az
jelenti a lényegét, hogy nagyszamu hasonl6 esetben kell dontést hozni, €s igy nem egy-egy
dontés jo vagy rossz volta a kérdés, hanem az, hogy a dontések altalaban (atlagosan) jok-e
vagy rosszak.

De mit is értsiink azon, hogy jo vagy rossz a dontésiink? Hogyan mindsitsiik a dontéseket?
Az egyik legaltalanosabb megkozelités az lehet, ha figyelembe vessziik, hogy valamennyi
dontésiinknek széles értelemben vett ara van, azaz koltség rendelhetd a dontéseinkhez, és
ezeket a koltségeket kivanatos minimalizdlni. Mi a tovabbiakban sziikiteni fogjuk ezt a
megkozelitést, és azt mondjuk, hogy a hiradastechnikaban felmeriilé dontési helyzetekben
donthetiink helyesen, ami azt jelenti, hogy eltalaljuk a tényleges, az igazi helyzetet és ezért
természetesen nem jar biintetés, vagy donthetiink hibasan, amikor a ténylegestdl eltérd
helyzetet fogadunk el, azt tételezziik fel valdsagosnak és igy természetesen porul jarunk,
karosodunk, kart okozunk. Igy nyilvanvaléan ebben a megkozelitésben a téves dontések
minimalizaléséra, a legkisebb karra, a legkevesebb hibara kell torekedni.

Egy igen érdekes megkozelitési, szemléletbeli kérdés a dontéselméletben az, hogy a
kiilonb6zé esetekben hozott téves dontések Osszevontan kezelhetdek-e és a téves
dontéseknek egy atlagolt karat minimalizalhatjuk, vagy pedig a dontési esetek olyan
elkiiloniilé csoportokat képeznek, amelyekben az elkovetett tévedések kovetkezményei
olyannyira kiilonb6z6éek, hogy azok nem vonhatok 6ssze €s igy nem lehet az eredményeket
egy atlagolt értékkel jellemezni, egy atlagolt érték minimalizalasara torekedni. Mi azt a
szemléletet valljuk, és fogjuk kovetni, amelyik szerint meg kell kiilonboztetni kétféle
dontési, mas néven hipotézisvizsgalati feladatot. Az egyik csoportba soroljuk azokat a
feladatokat, amelyeknél a kiilonféle tévedések dsszevonhatok és atlagoltan értékelhetdk, a
masik csoportba pedig az ettdl eltérd eseteket soroljuk. Az elsé csoportot - egy jeles
matematikusrol elnevezve - Bayes-tipusi (ejtsd Bész) feladatoknak nevezziik, mig a
masodik csoportot altalanos hipotézisvizsgalati feladatoknak hivjuk.

A dontéselméleti alapokat tobb kiilonb6z6 sikon targyalhatjuk. Kezdjiik egy altalanosnak
nevezhetd sikkal, amelyben egy példa kapcsdn (amit csupan azért emlitiink, hogy konkrét
dolgokrdl lehetd egyértelmiien tudjunk beszélni) megadjuk az elnevezéseket, vazoljuk a
tennivalokat és a lehetdségeket.

A FELADATOK ERTELMEZESE, CSOPORTOSITASA

Legyen a példank egy orvosi rendelés (példaul belgyogyaszati), ahol paciensek jelennek
meg kiilonb6z6 panaszokkal. Ekkor joggal feltételezhetjiik, hogy az orvos véges sok
diagnoézist (betegséget) ismer (persze az egyik lehet az "ismeretlenek" csoportja is), és a
paciensen végzett megfigyelései alapjan be kell, hogy sorolja a tlineteket valamelyik
"skatulyaba".
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Kétféle modon is megfogalmazhatjuk az orvos altal végzett (kétségteleniil igen nehéz)
dontési tevékenységet: azt mondhatjuk, hogy (i) az orvos a tiinetek halmazat
részhalmazokra osztja (particionalja), és az egyes részhalmazokhoz (particiokhoz)
betegségeket rendel; vagy egy masik megfogalmazas szerint (ii) az orvos a megfigyelései
alapjan a kiilonféle Ilehetséges, ismert feltételezések (hipotézisek) koziil elfogadja
valamelyiket.

Persze a dontés lényegét nem ezek az elnevezések jelentik, hanem maga az mddszer,
ahogy a dontés sziiletik. De hogyan is sziiletnek efféle dontések? Van-e valami szabalya a
dontések meghozatalanak, és hogyan értékelheté a dontések mindsége?

Jeloljiik H,-vel az i-edik hipotézist, illetve egyuttal annak elfogadéasat is. Tovabba jeloljiik

¢-val a megfigyeléseket képviseld valdszinliségi valtozot. Egy elég természetes
kovetelményként azt a kivanalmat tdmaszthatjuk a dontéseinkkel, a dontési modszeriinkkel
szemben, hogy a =1z "értékll" megfigyelésre tdmaszkodva a legval6sziniibb hipotézist

fogadjuk el. Azaz a P(Hi|é’:z)—b61 valasszuk a legnagyobbat. A P(Hi|§:z)

valdszinliséget a-posteriori, vagy magyarul a megfigyelés-utani valdszintiségnek nevezik.
Tehat amennyiben elfogadjuk az a-posteriori valosziniiség maximumat eredményezo (vagy
angolul Maximum A-posteriori Probability, roviditve MAP) hipotézisek valasztasat
dontési szabalyként, akkor a megfigyeléseink particionalasat a 2.1. dbran lathat6 médon
kell elvégezni, tehat minden megfigyelést a legnagyobb a-posteriori valosziniiséget
eredményezd részhalmazba kell sorolni.

Sajnos a MAP dontési szabaly realizalasdhoz

alapvetden az a-posteriori valoszinliségek elosz-

lasara lenne sziikség, ami jellegzetesen ismeretlen.

(Ha meggondoljuk, akkor hamar rajoviink, hogy

ennek az ismeretnek a megszerzése magat a dontési

feladat megoldasat jelenti.) Valdjaban milyen  2.1.abra A megfigyelések
ismereteink ¢és lehetdségeink vannak a fenti cél particionalasa
megvalositasara?

Az a-posteriori valosziniiséget atalakithatjuk az alabbi modon:

P H =7 P =7 Hi P Hi
P(Hi|§:Z): ( |nf ): (4 | _) ( )’ (21)
P =2) P(¢=2)
ahol a feltételes valdszinliség és az egyilittes valdsziniiség kozotti kapcsolatot hasznaltuk
fel.

Ezek szerint, ha rendelkezésiinkre 4ll az egyes hipotézisek valosziniisége (ugy is nevezik,
hogy az a-priori = eleve adatott valdszinliségek), valamint a megfigyeléseknek az egyes
hipotézisekre vonatkozo feltételes valdszintiségei, akkor a (2.1.) szerint meg tudjuk
valositani a MAP dontési szabalyt.

Az a-priori valoszinliségek és feltételes valoszinliségek azonban csak a dontési feladatok
egy részénél allnak rendelkezésre, mig mas feladatoknal nem adhatok meg, nem
becsiilhetok, vagy nincs értelmiik. Hivatkozva az orvosi diagnosztikai példankra, éppen
egy olyan feladattal allunk szemben, amelynél az a-priori valészinliségek meghatarozasa
komoly gondot jelentene, ha egyaltalan eldsegitené a tényleges dontések jo elvégzését.
Ugyanis az adott valdszinliségek, azaz egy-egy betegség eléforduldsa nyilvan nagyon fiigg
példaul a foldrajzi elhelyezkedéstol, de nagymértékben valtozik az életmod hatasara is, és
igy tovabb.
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Van azonban még egy nagyon fontos eltérés a kiilonféle dontési feladatok kozott,
mégpedig a dontési hibak hatdsa, kdvetkezménye. Az nyilvan természetes, hogy hidba
valasztjuk az adott megfigyeléshez tartozo6 legvalosziniibb hipotézist, a téves dontések nem
kiiszobolheték ki, néha a kevésbé valoszinii esemény kovetkezik be. Igy elég
természetesen meriil fel a kérdés, hogy mennyire j6 a MAP dontési szabaly. Illetve milyen
modon jellemezhetjiik a dontési szabalyunk mindségét?

Amennyiben sok hasonld dontést végziink, akkor nyilvan jo jellemzonek tekinthetjiik,
hogy atlagosan a dontéseink mekkora hanyada lesz jo, illetve remélvén, hogy ez kozel lesz
a 100%-hoz, igy kifejezébb lehet, hogy milyen ardnyban tévediink, vagy mekkora a
dontéseink hibavalodsziniisége.

Igen am, de még a legegyszerlibb esetben, azaz amikor csupan két lehetséges feltételezés
(hipotézis) koziil kell valasztani, akkor is felmeriil az a kérdés, hogy a lehetséges kétféle
tévedés Osszevonhatoan jellemezheté-e. Egyaltalan nem biztos, hogy barmely dontési
feladatnal a bekovetkezd kiilonbozd tévedéseknek valamilyen sulyozott Gsszege helyesen
képes jellemezni a dontések elvégzésének mindségét.

Osszefoglalva az eddigieket, két alapvetéen kiilonbozé dontési feladatcsoportot kii-
l6nithetiink el:

Az egyik csoport feladatainél 1éteznek az a-prori valosziniiségek és a megfigyelések
feltételes stiriségei, valamint a dontési tévedések jellemezhetOk egyetlen atlagos
mennyiséggel, az atlagos dontési hibaval. Ezeket a feladatokat Bayes-tipusd fe-
ladatoknak nevezziik, és megoldasuknal az elsddleges célunk az atlagos dontési hiba,
a hibavaldszinliség minimalizalasa.

A masik csoportba soroljuk azokat a feladatokat, amelyeknél nem léteznek, vagy
nincs értelmiik az a-priori valosziniiségeknek, és/vagy nem lehet a dontési tévedéseket
egyetlen atlagos jellemzdvel mindsiteni, mert a kiilonbozd tévedéseknek mas és mas a
hatasuk, jelentésiik, koOvetkezményiik. Az ilyen feladatokat altalanos
hipotézisvizsgalati feladatoknak hivjuk. Ezekben a feladatokban valamelyik dontési
tévedést kiragadjuk ¢és (egyéb szempontok alapjan) értékét megkotjiik, vagy
pontosabban megengediink rd egy maximumot, majd a masik (vagy tobbi) fajta
tévedést minimalizéljuk.

A kovetkezokben attériink a dontésekkel kapcsolatos alapkérdések targyaldsanal egy
kevésbé altalanos sikra.

HIRADASTECHNIKAI DONTESI FELADATOK

Milyen dontési feladatok meriilnek fel a hiradastechnikdban? A teljesség igénye nélkiil
emlitsiik itt meg a két legfontosabbat! Az egyik a hirkdzlés soran 1ép fel, amikor egy forras
lizeneteit akarjuk egy csatorndn keresztiil eljuttatni egy nyeldhdz. Amennyiben digitalis
izenet-atviteli (modulacids) modot valasztunk, akkor a csatorna kimenetén mindegyik
iddérésre vonatkozdan egy-egy dontést kell hozni, hogy a megérkezé jel melyik
szimbolumot képviselheti. A masik tipikus dontési feladat a (radio)lokacio esetén meriil
fel, amikor egy ado altal kibocsatott rovid idejii jel (impulzus) utdn az esetleges
visszaverddésre varakozva, azt kell eldonteni, hogy van-e visszaverddés, vagy csupan a
zajt lehet észlelni.
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A digitélis hirkozlés dontési feladatai

A digitalis hirkozlés altalanos modellje szerint (2.2. dbra) a C digitalis csatorna egy forras
altal kibocsatott &, szimbolumsorozatot tovabbit a

nyel6hoz. A digitalis csatorna kimenetén megjelend f: —1 C .z
szimbolumsorozat eltéréseket mutathat a csatorna beme- Sgk (’Zk
netén 1évé sorozattdl. Az eltérések gyakorisagat a
digitalis csatorna megvalositasa hatdrozza meg, az
elviselheto értéket pedig a felhasznald dontheti el.

2.2. abra A digitalis hirkozlés
modellje

Az adott esetre joggal feltételezhetjiik, hogy a kimeneten 1évd szimbolumsorozatban
eléforduld tévedések Osszevontan értékelhetdék, azaz nincs kiilonds jelentdsége, hogy
melyik szimbolum valtozott meg és mire. Tovabba konnyl belatni, hogy az egyes
hipotézisek, azaz a szimbdlumok eldéforduldsi valdszintisége, tehat az a-priori
valosziniiségek jol becsiilhetdk. A kovetkezOkben pedig részletesen bemutatjuk azt is,
hogy a C csatorna elektronikus megvalésitasa esetén milyen kdzvetlen moédon adédnak a
(2.1.)-ben szerepl6 feltételes valoszintiségek. Ezek alapjan természetes az a kovetkeztetés,
hogy a digitélis csatorna megvalositasakor Bayes-tipusu dontési feladatot kell megoldani.

A feladat megoldasa - miként mar leszdgeztiik - egy adott dontési szabaly meghatarozasa,
tehat a megfigyelések halmazanak részhalmazokra osztdsa. Jelolje nagy A a
részhalmazokra osztast, azaz:

A=(ALA,. A..A,), (2.2)
ahol A jelenti az i-edik részhalmazt, az M pedig a részhalmazok, tehat a szimbolumok,
azaz a hipotézisek szamat.

Az adott dontési szabalyhoz tartozd dontés mindségét pedig az aldbbi jellemzdvel, a
hibavalosziniiséggel adhatjuk meg:

M
R(A)=2 P(¢e ANE# H,), (23)
i=1
ahol tehat dsszeadjuk azoknak az eseményeknek az egyiittes valoszinliségét, amikor az i-

edik hipotézist fogadjuk el, de a kiildott szimbolum valami mas volt.

A legkisebb hibavalosziniiséget eredményezd A dontési szabalyt standard dontési
szabalynak hivjuk. A (2.1.) szamlalojaban és nevezejoben szerepld, a megfigyelések
folytonos eloszldsa esetén nulla értékii valdszinliségeket helyettesitve a megfeleld
valoszinliség stirliségfiiggvényekkel, az alabbi kifejezést kapjuk:

4HP(H) o, (@P(H))
(é’: Z) f;(z) .

crer

Mmg:a:P@; (2.4)

B

:{z| fgHi(z)P(Hi)z‘v’fgHj(Z)P(Hj)}, (25)

j#i
azaz azokat a z megfigyeléseket soroljuk az i-edik részhalmazba, amelyekre f 4, (Z )P(Hi)

a legnagyobb.
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A hiradéastechnikai felismerés dontési feladatai

Hiradastechnikai felismerési feladatra példaként valasszuk a klasszikus felderitd ra-
didlokatort. Itt egy adoval nagyfrekvencids szinusz-csomagokat sugarzunk ki a ra-
diodcsatornaba, és a csomagok sziineteiben azt figyeljiik, hogy érkezik-e visszaverddés
(echo) a csatornabol, azaz van-e ott céltargy, ami visszaverddést okoz. Az elektronikus
megvalositas kovetkeztében - alapvetden a mindig jelenlévd termikus zaj miatt - az echd
jelenléte vagy hidnya a kritikus esetekben, tehat példaul nagy tavolsag esetén csak
"feltételezhetd", igy itt egy binaris dontési feladattal allunk szemben. (Lényegét tekintve
teljesen hasonld a helyzet az egészségiigyi szlirdvizsgalattal, pl. a kdzismert tiiddsziiréssel
is.)

A visszaérkez6 jel megfigyelése alapjan ekkor is célszerli a legvalosziniibb esetet el-
fogadni, jelenleg azonban a (2.1.) kifejezésben szerepld valoszintiségekkel gondok vannak.
Egyrészt nem nehéz elképzelni, hogy megalapozatlan egy valoszinliségi modellt
szerkeszteni arra, hogy az egyes iranyokbol milyen gyakorisadggal érkezik visszaverddés.
Valosagos esetekben konnyen eléfordulhat, hogy a lokator teljes élettartama soran
bizonyos iranyokbol sohasem tapasztal echot, tehat a hipotézisek a-priori valoszinliségei
nem léteznek, vagy ésszertitlenek.

Valojaban persze az igazi cél teljesitése érdekében teljesen kozombdos is, hogy léteznek-e,
vagy ésszeriiek-e ezek a valoszinliségek, hiszen a lokator feladata az, hogy amennyiben
van céltargy, akkor dontson ugy, hogy észlelt echot, az ellenkezo esetben pedig, hogy nem.

Azonban még a fenti problémanal is stlyosabb, hogy ennél a dontési feladatndl nem
hasonl¢ jelentéstiek, jelentdségiiek, illetve kovetkezménytiek a lehetséges tévedések. A két
lehetséges tévedés koziil az egyik az, amikor valojaban nincs céltargy, de a lokator a vevd
kimenetén megfigyelhetd jel alapjan Ggy dont, hogy érkezett ech6. Ezt a tévedést magyarul
vaklarmanak nevezik, mivel indokolatlan riadalmat kelt. A masik tévedésnek, azaz amikor
céltargy létezése esetén az a dontés, hogy nincs echd, elmulasztott riasztas a neve.

A kétféle hiba kdvetkezményei alapvetden eltérdek:

A vaklarma tipusu hiba azt eredményezi, hogy sziikségteleniil, indokolatlanul
tovabbi intézkedésekre készteti a rendszert. Példaul légi célfelderitésnél ez azt
jelenti, hogy elfogd vadaszrepiildket inditanak a cél felkutatasara, mig egy tomeges
egészségiigyi sziirévizsgalatnal pedig tovabbi részletes klinikai vizsgalatra rendelik a
pacienst. Mindkét példa vilagosan mutatja, hogy jelentds koltséget von maga utan ez
fajta a tévedés, valamint draga és korlatozott eréforrasok felesleges igénybevétele
kovetkezik be, ami csokkenti azok elérhetdségét az indokolt, tehdt a sziikséges
esetekben.

Az elmulasztott riasztas kovetkezményei alapvetden kiilonbéznek az el6zotol. A
l1égifelderitésnél, ha ellenséges és rossz szandéku céltargy felderitésének el-
mulasztasa kovetkezik be, akkor belathatatlan mértékii rombolds, pusztitas - mind
anyagiakban, mind emberéletben - kdvetkezhet be. Az  egészségiigyi
sziirovizsgalatnal pedig egy idejében fel nem ismert fert6zd betegség a paciens ko-
moly egészségkarosoddsan tial még a sziikebb-tagabb kornyezetében ¢lok meg-
fert6zését is okozhatja.

Mivel a kétfajta tévedés Osszevonasat a fentiek alapjan nem tartjuk indokolhaténak, igy
nincs lehetdségiink azok egylittes minimalizalasra. Ki kell tehat valasztani koziiliik az
egyiket, amit elsddleges vagy els6faji hibanak neveziink, és meg kell adnunk ra egy
korlatot. Majd ezutdn olyan dontési szabalyt kell keresniink, amely minimalizalja a masik
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tévedést, az ugynevezett masodfaju hibat. Annak kivalasztasa, hogy melyik legyen az els6-
, illetve mésodfaju hiba, érdekes problémat jelent, de szerencsére rovid gondolkodas utan
egyértelmiien megoldhato.

Megallapithatjuk, hogy azt a fajta hibat kell elsédlegesnek tekinteni, amelyre nullanal
nagyobb eléfordulasi valdszintiség is elképzelhetd, illetve amelyre egy korlat - a teljes
rendszerre vonatkozé megfontolasokb6l - megadhaté. Mindkét példanal ez a hiba a
vaklarma lesz. Ugyanis egyrészt az elmulasztott riasztdsra "korlatként" csak nulla
eléfordulasi valoszintiséget tudunk elfogadni, hiszen nem mondhatjuk azt, hogy
megfelelonek tartjuk, ha a felderitési modszeriink gy miikddik hogy a céltargyak, vagy a
tényleges betegek adott hanyadat nem veszi észre. Mdasrészt viszont a vaklarma - ami
tobbletmunkat okoz - korlatozhatd egy el6forduldsi valdszintiségre, amelynél még nem
kovetkezik be az egész rendszernek a tilterhelésébdl fakadd mitkddésképtelensége.

Az egyes hibafajtakat kiilon-kiilon kell kezelni, szamitani. A bindris esetre korlatozodva,
jeldljiik az els6- és masodfaji hibakat az alabbi moédon:

PY(A):= P(echéra dontiink, de nincs céltargy),
3 (10)( A)= P(nem riasztunk, de van céltargy).

Az elsé- és masodfaju hiba jelének az argumentumaban szerepld A jeldli a dontési szabalyt.
De milyen is legyen most ez a dontési szabaly? A Bayes-tipusu feladatoknal a MAP
szabaly elvezetett a standard dontési szabalyhoz, amivel a legkisebb hibavaldszintiséget
érhetjiik el. Jelenleg egy olyan particionalast kell keresni, amely rogzitett elséfaji hiba
mellett minimalizélja a méasodfaji hibat. Ezt a szabalyt, amelyet most is A -al jeloliink,
Neyman ¢és Pearson taldlta meg, és a kovetkezd modon irhatd le:

A={z|A,(2) =K}, (2.6)

azaz azoknal a megfigyeléseknél dontlink tigy, hogy van echo, amelyek esetén az aldbb
definialt A,,(2) likelihood-hanyados elér vagy tillép egy K korlatot.

A likelihood-hdnyados pedig nem méas, mint azoknak a  valdszinliség
striiségfiiggvényeknek a hanyadosa, amelyek leirjdk a megfigyeléseket a céltargy
jelenléte, illetve a céltargy hidnya esetén:

fV(2)

AIO(Z) = f(T(Z)

(2.7)

EGYMINTAS DONTESEK

Most attériink a hiradastechnikai dontési feladatok targyaldsandl az elektromos jelek ¢és
elektronikus csatorndk sikjara. A vizsgéalatokat a 2.3. abran lathatdé modell alapjan
végezzik.

F JG MV DK N
T, 5

2.3. 4dbra A digitalis csatorna modellje

Az F forras szimbdolumokat bocsat ki, amelyeknek a JG jelgenerator elemi jeleket feleltet
meg. Az elemi jelek sorozata bejut a hirk6zld csatorndba, ahol kiilonféle hatasok érik,
amelyek koziil most a v additiv zajt vessziik figyelembe. A hirk6zl6 csatorna kimenetén



dontéselméleti alapok

megjelend jel és zaj 6sszegébdl az MV mintdkat vesz, méghozzéa az idérések kdzepén, de
lényeges, hogy az id6rések hataraitdl lehetd tdvol, hogy az itt eléforduld jelvaltozasoktol
fiiggetlenitsiik a dontéseket. A DK dontokésziilék a mintdk, mint megfigyelések alapjan
meghozza a dontéseket, €s kiadja az N nyeld szdmara a "legvaldszinlibb" szimbdlumokat.

A fenti modell alapjan példak keretében szinguléris és reguléris feladatokat oldottunk meg
mind Bayes-, mind &ltalanos hipotézisvizsgélat esetén.
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