Informacio, csatorna-kapacitas

z informécidé mértékegységének valasztasdnal nyilvan valamilyen ésszerli modszert kell

hasznalni. (Csak emlékeztetdlil megemlitjilk, hogy példaul a hosszlsag
mértékegységeinek valasztasanal arra torekedtek, hogy konnyen reprodukalhatd mércék
alljanak rendelkezésre, ¢s példaul igy valasztottak a hiivelyket, a labat, stb.) Mi lenne ésszerti
mértékegység? Példaul valasszuk azt, ami a lehetd legkisebb egységnek latszik! Hogyan
jutunk informacidhoz, ¢és mi lehet a legkisebb ,természetes” mennyiség? Példaul
megfigyeléseket végziink, vagy kérdéseket tesziink fel, és a valaszokban jutunk az
informacidhoz. Milyen kérdés-valasz esetén johet 1étre a legkisebb informécido-mennyiség
megszerzése? Erre valoszinlileg mindenki elfogadja azt a valaszt, hogy eldontendd kérdésekre
adott igen-nem valaszok jelenthetik ezt a természetes, minimalis mennyiségii informacio-
atvitelt. Azonban még néhany dolgot érdemes megfontolnunk. Egyrészt, ha a ,nem tudom”
valaszt kapjuk egy eldontendd kérdésre, akkor nincs informacio-atvitel, amennyiben nem az
volt a kérdés, hogy tudja vagy nem tudja. Mésrészt még azt is konnyen beldthatjuk, hogy nem
mindegy milyen eloszldssal kapjuk az eldontendd kérdésiinkre az igen nem valaszokat.
Nyilvéan ugy érezziik, hogy amennyiben a két valasz koziil valamelyiket sokkal gyakrabban
kapjuk, mint a masikat, akkor azt kevesebbre fogjuk ,.értékelni” azt fogjuk mondani, hogy
»persze, hiszen erre szamitottunk™. Viszont amikor a ritkan kapott vélasz érkezik, akkor azt
»felértékeljik”. Emiatt, bar mértékegységként a binaris egységet (binary unit := bit) fogadjuk
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lehetséges igen-nem valaszok azonos valdszintiségliek.

Az entropia

Tekintslink egy informacio-forrast, amelyik szimbolumokat bocsat ki megadott valosziniiség-
eloszlassal (staciondrius), ¢és a kibocsatott szimbolumok ne fiiggjenek a megeldzoktol
(memoriatlan). Kiséreljik meg egy ilyen forrds iizeneteit, azaz szimbodlumsorozatait a
legtomorebben leirni. Ehhez alkalmazzuk a kovetkezd oOtletet: a gyakrabban eléforduld
szimbolumok jelolésére hasznaljunk rovid jeleket, mig a ritkdn el6fordulokat jeldljiik
hosszabb jelekkel. Még konkrétabban: hasznaljunk binéris szimbolumokat a leirdsra, és
legyen a hasznalt binaris szimbolumok szama az egyes szimbolumok eldéfordulési
valdsziniiségének reciprokaval (,,meglepetési tényezdjével”) kapcsolatos, az alabbiak szerint:

logzLS [, <10g2L+1,
i b

azaz hasznaljunk annyi bindris szimbolumot, amennyi az i-edik forras-szimbolum
valoszinlisége reciprokanak logaritmusa, vagy a kdvetkezd egész szam.
Bizonyithato, hogy ilyen valasztas mellett készithetd egyértelmiien dekodolhato, .n. prefix
koéd, amelyik nem igényel elvélasztdé szimbdlumokat az egyes forrds-szimbolumok leirasara
hasznalt kodszavak kozott, mert a hatarokat azok nélkiil is meg lehet talalni.
Ha kiszamitjuk a fenti javaslat alapjan keletkezé kodszavak atlagos hosszusagat, akkor a
kovetkezd Gsszefiiggésre jutunk:

Zpi ‘log, —< zpi L; <zpi '10g2;+1-
i=1 i i=1 i=1 i

Az atlagot természetesen a valosziniliségekkel sulyozottan vessziik, és ezzel az

egyenldtlenség-lanccal a forraskddolas Shannon altal megfogalmazott egyik alaptételéhez

jutunk. Nevezetesen: a lerogzitett jellemzdkkel bird forrds szimbdlumait 4tlagosan nem lehet

kevesebb binaris szimbolummal leirni, mint a baloldali mennyiség, amit entropianak hivunk:
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Ritka kivételektdl eltekintve (amikor a valoszinliségek 2 hatvanyai), a szimbolumonkénti
atlagos kodszohossz meghaladja az entropiat. Amennyiben a forrds egymast kovetd
szimbo6lumait blokkokba fogjuk, legyen mondjuk K szimbdlum egy-egy blokkban, és erre a
kiterjesztett forras-ra megismételjik a fentieket, akkor csokkenni fog az egy forras-
szimbolumra es6 atlagos kodszohossz. Ezt mutatjdk az alabbi 6sszefiiggések:

1 1
10g2 © < li(K) < Ingm'Fl

itt a felsd indexben szerepld K jeldli, hogy a K hosszisagl blokkok valdszinliségeit és az
azokat leiré kodszavakat kell tekintetbe venni. Vegyiik most is az atlagokat:

HPY )< > pH 10 < HP®)+1
i=1
Formalisan sem nehéz bizonyitani, hogy a memoridtlan forrds esetén nem véltozhat az
informacio (entropia) attol, hogy blokkokat képeziink, tehat a K szimbolumbol all6 blokkok
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K-H(P)< Y pi -1 <K-H(P)+1.
i=1
Vegyiik azonban észre, hogy most is csak legfeljebb egyhez kozeli értékkel kell a jobboldalt
megnovelni, amikor a blokkokra a kodszavak hosszat vessziik ahhoz , hogy azok egész
értektiek legyenek.
Ha K-val osztjuk az egyenldtlenséget, akkor a kdvetkezdt kapjuk:

1 & 1
< — £ .15 —
H(P) < K;pl 5 <H(P)+K ,
ami vildgosan mutatja, hogy a blokkhossz novelésével barmely memoriatlan forrasra a fenti
modon készitett leirds (kod) csak egy nullahoz tartd mennyiséggel kell, hogy az entropiat
meghaladja. Azt a kdédot, amelyik atlagos kodszohosszara teljesiil a fenti egyenldtlenség,
kompakt kdédnak hivjuk. Konstrukcids szabalyt Huffman adott ilyen kéd szerkesztésére. Ezt a
szabalyt ismertnek tételezziik fel, igy most csak egy hatranyos ,tulajdonsadgara” utalunk, és
bemutatunk egy olyan modszert, amely annak a kikiiszobolésére irdnyul.

Huffman kod szerkesztése esetén egyszerti a megoldas, ha forras-szimbolumonként végezziik
a koédolast. Ekkor azonban nem lesz elég ,.hatékony” a kod (nem lesz az atlagos kodszohossz
elég kozel az entropidhoz), amit Ggy is lehet magyardzni, hogy a koéd nem képes toredék-

biteket hasznélni, pedig log, 1 szerint erre volna sziikség az egyes szimbolumok kielégitd
leirdsahoz. Lattuk, hogy ezen segit a szimbolumok blokkokba torténd Osszefogasa, de ennek
alkalmazasat praktikus lehetdségek korlatozzak. (A kisebb probléma, hogy az iizenet végén
esetleg nem telik meg egy egész blokk, ami rontja a hatékonysagot, a nagyobb probléma,
hogy a blokkokra kiterjesztett forrds abc-jének mérete Oridsi lesz, ami praktikusan
kezelhetetlen. S6t még azt is érdemes tekintetbe venni, hogy a memoriatlan forras-modell
alapjan a kiterjesztés — ha az rovid blokkok esetén még akar kezelhetd is — nem hoz akkora
javulast, mintha tekintetbe vessziik az egymast kovetd szimbolumok kapcsolatait.)

Az alabbiakban roviden bemutatasra keriilo aritmetikai kodolas ,,lehetové teszi” a toredék-
bitek hasznalatat, bar azon az aron, hogy nem pillanat-kodot készit, azaz a kapott kod nem
kiilon-kiilon irja le a szimbdlumokat, hanem egyiitt az egész szimbdlum-sorozatot.



Aritmetikal kodolas

[tt nem ismertetjiik az egyébként érdekes technikai részleteket (még szabadalmak is védenek
egyes eljarasokat, szabvanyok részeként is alkalmazzak), hanem csak az elvet, és az elvi
lehetdséget mutatjuk meg.

Az otlet 1ényege, hogy egy szimbdlum-sorozatot irjunk le egy szammal, amely egyrészt a
lehet6 legrévidebb, masrészt annak ismeretében a szimbdlum-sorozat visszaallithatd. Persze
valdjaban minden forras-kodolési eljarasnak ez a Iényege, de az aritmetikai kddolds ezt szinte
sz6 szerint megvaldsitja. Az otletet egyébként Elias nevéhez kotik.

Tekintsiik az alabbi, a lehetd legegyszeriibb példat, amely azonban vilagosan megmutatja a
koédolas elvét! Legyen egy binaris, memdriatlan, stacionarius forrasunk p és g = 1-p
valoszintiség-eloszlassal, és generalja ez a forras a & szimbolum-sorozatot! Jellemezziik ezt a
forrast az u.n. forras-fajaval:
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A fa azt tlnteti fel, hogy milyen szimbolum-sorozatokat bocsathat ki a forrds, és azoknak
mekkora a valoszinlisége. Az 4bra jobboldaldn illusztraltuk a sorozatok valosziniiségeit a
[0;1) kozotti szakaszon. Az &brabdl egyrészt az latszik, hogy az egyes sorozatok
valoszinlisége, amelyet a rész-szakaszok abrazolnak, egyre csokken, masrészt viszont az is
lathatd, hogy amennyiben a rész-szakaszok sorrendjére lerogzitiink valamilyen szabalyt,
akkor egy-egy rész-szakasz, nevezziik intervallumnak, egyértelmiien azonosithat egy-egy
szimbdlum-sorozatot. S6t, amennyiben rdgzitett a sorozatok hossza, akkor nincs sziikség az
intervallum hataraira sem, hanem elég egyetlen szamérték az intervallumon beliil a sorozat
azonositasara. Lényegében ez az aritmetikai kodolas alapelve, de arra még valaszt kell
adnunk, hogy mennyire hatékony ez a kod.

Most tehat arra keresilink valaszt, hogy atlagosan hany binaris szimbdlummal irhatunk le egy-
egy forras-szimbolumot. (Csak az érdekesség kedvéért emlitjiik, hogy Huffman kod esetén
binaris forras szimbolumonkénti kodolasanal ezt a kérdést fel sem tehettiik, mert értelmetlen
lett volna.) A valaszhoz készitsiink egy binaris kod-fat! Elsé ranézésre ugyanolyan, de
tekintsiik azonos valosziniiségliecknek a binaris szimbdlumokat, és nézziik, hogy mekkora
részekre osztjdk a binaris sorozatok a [0;1) szakaszt! Lényegében egy trividlis ismeretet



illusztralunk, miszerint 1 binaris szimbolummal azonosithatd az alsd- vagy a felsé fél,
kettovel egy-egy negyed, 3 binaris szimbolum a nyolcadok azonositasara elég.
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A feladatunk az, hogy az egyes forrds-sorozatok azonositasara (amelyek tehat egy-egy
intervallumot jeldlnek ki a [0;1) kozotti szakaszon) hasznaljuk azt a legrovidebb kodszot,
amelyikhez tartozo szakasz beleesik a kérdéses intervallumba. Jeldlje /Y a K hossziisagu
szimbolumsorozat azonositasara hasznalandé binéris kod hosszat! Ahhoz, hogy az I hosszl
binaris kod 4ltal azonositott szakasz biztosan beleessen a K hosszusagi szimbolumsorozat
altal kijelolt intervallumba, az alabbi viszonyoknak kell teljesiilnitik:
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Az ™ hosszi kodszohoz tartozé 27" szakasznak nyilvan révidebbnek kell lennie az
intervallum hosszénal (az intervallumnak pozicidja is van), de nem kell, hogy révidebb
legyen, mint az intervallum fele. (Igy még a legszerencsétlenebb helyzetben is beleesik az
intervallumba a kodszohoz tartozé szakasz.)

Vegyiik a fenti egyenldtlenség logaritmusat és rendezziik egy kicsit:
(K)
—logz‘lm‘ <% <-log,

A forras-fanal megmutattuk, hogy a K hosszisagu szimbdolumsorozat altal kijeldlt intervallum
a sorozatban szereplé szimbolumok valdsziniiségeinek a szorzata. Jeldlie p'* az i-edik K
hosszusagu forras-sorozat valoszinliségét, akkor az egyenldtlenség az alabbi lesz:

10g2L<Z,.(K) <log, +1.

- £
A negativ eldjel természetesen eltlint, mert a nevezdbe irtuk a valosziniiséget, a jobboldalon
pedig a plusz 1 a nevezdében 1évo 2-es logaritmusabol adodott.
Az utolsé 1épésben szamitsuk ki az egyenl6tlenségben szerepld mennyiségek atlagértékeit, az

Osszes lehetséges K hosszusagu sorozatra:
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pr’” log, p(K) < Zp,“” 10 < Zp““ log, 7 R +1.
i=1 i=1

A baloldalon a K hosszisagu sorozatok entropidja szerepel, kozépen az atlagos kddszohossz,

a jobboldalon pedig az entropia plusz egy. Ha egy forras-szimbolumra szamitjuk a fentieket,

akkor a kdvetkezdt kapjuk:

H(P)< KZP(K) Z(K) <H(P)+_
i=l1

Az 0sszefliggés korabbrol ismerds, €s azt mondja, hogy az aritmetikai kod aszimptotikusan

optimélis mert a kodolt sorozat hosszanak ndvekedésével az egy forras-szimbolumra esd

Természetesen az elmondottakat nem csak blnaris forrasra lehet alkalmazni. Ugyanakkor azt

is latni kell, hogy kod készitése még szdmos technikai probléma megoldéasat igényli,

amelyeket az elmult évtizedekben el is végeztek. Elemi, illusztrativ példak itt lathatok.

Megjegyzések

Az entropidrél elmondottakat nem csak bindris kod esetére lehet alkalmazni, de itt nem
mutatjuk meg a viszonyokat m-aris kddra, valamint csupan megemlitjiik azt is, hogy voltak
kisérletek nem-binaris informacio-mértékegység bevezetésére, amit egyszeriien eltérd
alapszamu logaritmus képzésével kaphatunk.

Fontosabb megjegyzés viszont az alkalmazott forras-modellel kapcsolatos. Kétségteleniil a
diszkrét, memoriatlan modell a legegyszerlibb, és tanulsagos eredményekre vezet, de elég
ritka, hogy valosagos forrast jol kozelitsen. A természetes, diszkrét forrasok, mint példaul €16
nyelvek irott formai nem memoriatlanul hasznéljdk az egymast kovetd szimbolumaikat.
Szamos modellt konstrualtak ilyen esetekre, de ezek vizsgdlataval itt nem foglalkozunk.
Folytonos értékkészletii forrasok leirasanal fogjuk az ,,emlékezetet” tekintetbe venni.

Folytonos forrasok tizeneteinek leirdsa

Ha feltessziik azt a kérdést, hogy érzésiink szerint mennyi informaciéhoz jutunk, ha
meghallgatunk egy altalunk ismert nyelven tartott 1 6rds el6adast, garantalhatjuk, hogy senki
sem fogja erre azt valaszolni, hogy végtelen sok informdacidhoz juthat, de ugyancsak
meglepédhetiink, ha valaki erre azt valaszolja, hogy kb ennyi-meg-ennyi bit. Es mit
valaszolndnk mi? Az aldbbiakban elsdsorban erre a kérdésre szeretnénk az érzéseknél
mélyebb valaszt adni.

Hasznaljuk fel az eddigi ismereteinket! Tekintsiink egy forrast, amelynek kimenetén folytonos
eloszlésﬁ jel jelenik meg' Tételezziik fel, hogy a jelbdl Vett (természetesen folytonos
modon, hogy a mintak ertekelnek kis Aa nagysagu szakaszaira vonatkozo valdszinliséget
Aaf(ai)-vel adjuk meg (integral helyettesitd téglany). Ezaltal valojaban a folytonos eloszlasu
forrast egy diszkrét eloszlasu forrassal kozelitjiik. Helyettesitsiik be a fenti szorzatokat az
entropia kifejezésébe!

H) = Y P(a) log, )—;f(a) Aa-log, —- ) -
=§f<ai)-Aa-(1ogzf%ai)—logz(m)]=

= 3/ (@) logs — = fa—log, (8a)- 3 (a)-a

Csokkentsiik Aa értékét minden hataron tal!
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Az eredmény igen érdekes, és jol értelmezhetd: (i) az entropidra kapott kifejezés elso tagja azt
mondja, hogy egy folytonos forras altal kibocsatott informacionak van egy, a forras altal
kibocsatott jel eloszlasatol fiiggd jellemzdje. Ezt differencialis entropianak nevezik. (ii) a
masodik tag pedig ramutat arra, hogy a folytonos forrasok, vagy a beldliik szirmazo6 analog
jelek végtelen sok informéciét hordozhatndnak, HA KEPESEK LENNENK A JELEKET
VEGTELEN PONTOSSAGGAL, ES ZAVAROKTOL MENTESEN AZONOSITANI,
KEZELNI, TAROLNI, FELDOLGOZNI.

Természetesen jol tudjuk, hogy ez képtelenség, és nem is toreksziink a végtelen pontossagu
kezelésre, hanem Aa értékét véges nagysaglra valasztjuk, amikor a folytonos értékkészletii
mintakat kvantaljuk:

H=[ 1(@) 1o f(l da—log, (Aa),

a)
ahol a Aa az ugynevezett kvantalasi 1épcsd, amit korabban mar g-val jeloltiink. Az egyenletes
kvantéalot vizsgaltuk, ahol a + C-re korlatozott értékkészletii jelet 2-N értékre kerekitettiik, a

q= % kerekitési 1épcsdvel. Ha N értéke elég nagy, akkor a kerekités altal okozott négyzetes

2
kozéphiba (mas néven kvantalasi torzitas) jo kozelitéssel My, = ?—2 -re adodott. Amennyiben
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kovetkezot kapjuk:

1 2
H(A) = £ f(a)-log, @ da—log,(\/12-Mv?) .

Az entropiat tehat a forras eloszlasa és kvantdldsi torzitas hatdrozzdk meg. Novekvo torzitas
csokkend entropiat eredményez.

A kapott kifejezést ,,figyelmesen” kell hasznalni, mert a kiillonbség a logaritmus alatti
hanyadosbol szarmazik. Ennek az a kdvetkezménye, hogy a logaritmusok argumentumaban
mértékegységgel rendelkezd szamok vannak, tehat valojaban csak a hanyadosuk logaritmusa
képezhetd.

Nézziik a legegyszertibb példat! Legyen egyenletes az eloszlas + C-ben, és nulla azon kiviil,

valamint kerekitsiink 2N szintre egyenletesen! Ekkor:
C

1 2C 2C
H (egyenletes) = | —-log,(2C)da —log,(—) =log,(2C) -log,(——) =log,(2N) =n,
_J;ZC 2N 2N

ahol a kvantalasnal feltételezett 2N=2" —el éltiink. A kapott eredmény Gsszhangban van a
korébbiakkal: azaz n bindris szamjegy sziikséges a fenti jelbol vett fiiggetlen mintdk Mv,
hibaval torténd leirasdhoz, mivel az ekkora hibaval kerekitett egyenletes eloszlasu forras
entropidja logx(2N).

Vegylink még egy példat! Legyen a = C-beli eloszlas linearisan csokkend nullatol + C-ig!
0

) a+C C’ t—a+C C’ C
H(csokken)zj o2 -logz(a+dea+'([T-10g2(_a+CJda—log2(ﬁ):

-C

=n—1+
2-In2 2-In2 2-In2

Az eredmény 6sszhangban van a varakozdsunkkal: egyenldtlen eloszlas kevesebb informaciot
képvisel, mint az egyenletes.

=log, C+ —logz%:loganL =n-0,28.



A késébbiekben még visszatériink a differencialis entropidhoz, amely tehat a forrast jellemzi,
hiszen a fenti példdkban is mutatjdk, hogy a levonandé mennyiség csak a megengedett
kvantalasi zajtol fiigg.

Uzenetek tomoritése

A digitalis forrasok iizeneteinek tomoritési moddszereit megismertiik. Analdg (folytonos)
forrasok lizeneteinek tomorithetdségében vannak sajatos lehetdségek, amelyre kordbban mar
utaltunk, amikor azt mondtuk, hogy a forras ,,belsé kotottségei™ altal nyujtott lehetoségeket itt
fogjuk vizsgalni. A belsé kotottségek alatt azt értjiik, hogy természetes digitalis forradsok
(példaul €16 nyelv irott valtozata) nem egymastdl fliggetleniil generdljak az egymast kovetd
szimbdolumokat, vagy folytonos forrasok esetén nem fliggetlenek az egymast kovetd mintdk
értékei.

Uzenetek tovabbitasa

Az eddigiekben meghataroztuk, hogy mennyi informaciot képesek kibocsatani a forrasok,
valamint azt, hogy az iizeneteket miként tudjuk az informacidjukat jol megkdzelitd mértékiire
tomoriteni. Mostantdl azzal foglalkozunk, hogy miként tudjuk ezt az informaciot tovabbitani.
- Y -
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Folytonos csatorna

Miutan megismerkedtiink a csatorna-kapacitds fogalmaval, és példat is lattunk a
legegyszeriibb csatorna modell esetére, vizsgaljuk meg kicsit bonyolultabb, de szintén nagyon
fontos modellek esetén a kapacitast!

A csatorna kimenetének és bemenetének a kapcsolatat leird kdlcsénds informacié kifejezése:

1(4;B)=H(A)-H (A|B), tobb kiilonb6zd formaban is felirhatdé. Hasznaljuk fel a feltételes

entropidra korabban kapott 6sszefliggést:

H(A|B)= ZZP(b )-P(a,|b,)-log, e 1| =

Ezaltal a kolcsonds informacid

I(4;B) = ZP(a) log, —— P( —ZZP(b )-P(a,|b,)-log, B 1| 5y

illetve kibdvitve az elsd tagot az alabbi modon

ZZP(G,,b)logz —Z P(a;)-log, ——— ( 3

két kettds szumma kulonbsegekent kap_]uk a kolcsonos informéciot. SOt jobban megfigyelve
mindkettében szerepel az a és b egyiittes Valészinﬁsége'

1(4:8)= X3 Plash,)log ( 5722 P0) Pl loga 5 1| )

=33 P(a,,b,){log, P(a|b,)~log, P(a,))

A két logaritmust 0sszevonva:
a;|b)) P(a;,b;)
1(A4;B) = P(a;,b,)-log, ———== P(a;,b;)-log
2.2, Plach)loe; P( ) 2.2 > Pa,)- (b))’
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ahol a masodik 1épésben felhasznaltuk az egyiittes valdszinliség és a feltételes valoszinliség
kozotti kapcsolatot. Ez az eredmény azért fontos, mert vildgosan megmutatja a kdlcsonds
informacio szimmetriajat. Igy ,,visszafel¢” rendezve, a kdvetkezot is kaphatjuk:

1(4:;B)=Y Y P(a,.b)) {log, P(b |a,)~log, P(b,))= H(B)~ H(B| 4).

A kolcsonds informacio kifejezésének ezt az alakjat mar felhasznaltuk a BSC kapacitasanak
meghatérozésakor

crer

a ,,szimmetrikus” alakbol, és jarjunk el ugyantigy, mint a folytonos forrés entropla_] anal tettiik:

P(a.,b)) f(a;,b;)
1(4;B)= P(a.,b,)-log, ————L1—= a.,b))-Aa-Ab-log, ———1—
(4;B) ZA:ZB: (a;, J) 25 P(al,)-P(bj) ZA:;f( i ‘,) g f(a,')'f(bj),
azaz helyettesitsiik a valdsziniiségeket a sliriségfiiggvények kis részeinek integralkozelitd
Osszegével. Vegyiikk észre, hogy a logaritmus alatt egy hanyados van, igy a Aa-Ab
intervallum-szorzatok kiesnek. Az intervallumok méretét csokkentve, a kovetkezd
Osszefiiggést kapjuk:

£(a.b)
1(4;B) = b)-log,—2%42) 44 4p
45 Qﬂa e i

ami a kolesonds informdcio a folytonos csatorna kimenete és bemenete kozott. A folytonos
csatorna kapacitasat pedig a fenti kifejezésnek a bemeneten 1évé eloszlas altali maximuma
adja:

2

C =max I(4:B
max(4:5).

Amennyiben meg akarjuk hatidrozni valamilyen tulajdonsdgokkal rendelkezd folytonos
csatorna kapacitdsat, akkor kedvezobb lehet a kolcsonds informécionak a diszkrét csatornanal
is hasznalt kifejezése, amely két entropia kiilénbsége'

[(4;B) = H(A) - H(4|B) = ZP(a) log, - — ZZP(“HZ’) log, (( b))_
. f(b,)-0b
:;f(ai).Aa.(logzTai)—logz(Aa)j—;;f(ai,bj).Aa~Ab-logz p(al.,b:)Aa'Ab:

:Zf(a,.)-Aa-[logzﬁ—logz(Acz)j sz(amb) Aa-Ab- (logz ff( /) logz(Aa)J:

[ (a,,b,)
= { f(a)-log, f(la) da —log, (Aa) - j j f(a,b)-log, % da db+log, (Aa) =
_ _ AN

_£ f(a)-log, T )da £ £ f(a,b)-log, ——1"— b da db

Eredményiink, 6sszhangban az elézdvel, azt mutatja, hogy a folytonos csatorna kapacitasanak
meghatarozasanal nincs végtelenhez tartd tag, miként a folytonos forras entrdpidjanal, mert a
kiilonbséget képezd bemeneti entropia és a feltételes entropia egyarant tartalmazza a
végtelenhez tartd log, (Aa) tagot, és igy kiesik.

Differencialis entropia

A folytonos csatorna kapacitasanal tehat megmarad a differencialis entropia, amelynek fontos
szerepe van a kolcsonds informacidé maximumanak meghatdrozasaban. Jelenleg ezért
megvizsgaljuk, hogy mennyi a kiilonb6zé eloszldsok differencialis entropidja. Az



Osszehasonlitasnal fontos megkotés, hogy megegyezd négyzetes varhatdértéki eloszlasokat
vegylink tekintetbe.

Nézziik el0szor a legegyszeriibbet, az egyenletes eloszlast! Jeloljiik o-val a négyzetes varhato-
értéket, A-val a nullara szimmetrikus eloszlas terjedelmét. Ezzel a kovetkezd Osszefiiggéseket
kapjuk:

A 2
1 A 1
cl= ¥ —dr=" = A=3-0; f(x)= ,ha x ¢[-4, A], 0 egyébként.
[ %=3 0= gy
A differencidlis entropia pedig:
3.0

log,(2+/3 - o) dx =log, (243 - o) = log, o +1,7925.

1
H =
(%) _Lzﬁ.a

A kovetkezd legyen az tigynevezett Laplace eloszlas! Ez 1ényegesen kiilonbozik az el6z6tol
abban, hogy nem korlatos az ilyen eloszlasu jel értéke:
L

e (e

1
Sr(x)= O‘\/E

A differencialis entrdpia:

H, ()= [ £, ()log, (—

)dx:logz(\/a-e-a):10g20'+1,9427
S (%)

crer

2 2
x° /20 [272_0

e
HG(x)=£m.alog2(exz/zgz ) dx =log,(\27-e-0) =log, o +2,0471.

Ilusztracioként mellékelten
vazoljuk a fenti harom eloszlas
striiségfiiggvényét  egységnyi
szoras esetére:

Digitalis bemenetii és analog kimenetii csatorna-modell

Feltétlentil érdekes az a csatornamodell, amelynek bemenetén digitalis szimbdlumok vannak,
a kimenetén viszont még nem a digitalis szimbolumok jelennek meg, hanem az ezeket
megeldzé analdg jelek, amelyek a bemeneti szimbolumok leirasara hasznalt jeleknek a
csatorndban fellépd zaj altal modositott megfeleldi. Ez a modell alkalmas annak értékelésére,
hogy a vizsgalt csatornat kovetd dontokésziilék mennyire képes kihasznalni a csatorna altal
nyujtott lehetdségeket.
A csatornakapacitas kifejezésében a kimenetre vonatkozéan kell a folytonosra torténd
atmenetet elvégezni:
P(b[a,) f(bla)-Ab
I(4;B) = P(a,)-P(b,|a,)-lo 2= P(a,)- f(b,|a,)-Ab-log, ————
(4:8)=2 3 Pla,)- P( a,)-log, P 22 Pla)- @) Ab-log, )

Ha Ab tart 0-hoz, akkor a mésodik 6sszeg integralba megy at:




. , L fa)
I(A,B)_ZA:lp(a,.) f(¥la,)-log, o) db

A digitalis — folytonos csatorna kapacitasdnak kifejezése pedig nyilvan a kolcsonos
informacionak a bemeneti eloszlas szerint vett maximuma lesz:
f (b|a.)
C,,,=max ) |P(a,) f(bla,)-lo '
- =18 ZA:'b[ S | 253 1(b)
Jellegzetes példaként vizsgaljuk meg a binaris bemenetli, additiv, fehér- Gauss-zaju,
memoriatlan csatorna kapacitasat!

db

S(]0)
Cb—)f = r},}(%ii{poljf(bp) . 10g2 W

Ahol py és p; jelolik a két szimbolum, azaz 0 és 1 a-priori valdszintiségeit.
Az egyszeriiség kedvéért legyen U és —U a két binaris szimbdlumot leird két elemi jel! A
feltételes stiriség-fliggvények a kovetkezok lesznek:
1 e !
f(b|0)= e 27 es  f(hl)= ‘e
0= e = o

Sziikség van még a kimend jel feltétel-nélkiili eloszlasara is, amit az alabbi modon kaphatunk
meg:

ey
db+ p, £ £ log, de},

_(b+U)?
257

_(b-U)’ _(b+U)?

f(b)sz(bIai>-P<ai)=po-ﬁ-e e

Behelyettesitve a kapacités kifejezésébe:

(b-U)*
1 w _(b-U)’ e_ 257
202
po——|e log, 2 ~db +
[ (b-U) (b+U)
27[6 - . 252 . 202
C — max Py-€ +p-e .
b f Pla) , (b+U)?
w  (b+U) -
+p L je_ 20" .log e
1° . 2 Y 2
/272-0-_OO _(bzifz) _(b;/z)
Dy-€ +p-e

» w _(b-U)’ _4bU » w _(b+U)’ 4bU
= maxy — —=2 e 2 .o +p e [db——2 e 2 .o +p,-ex |db
P@) | 2o J‘ gz(po P j N2ro '[ gz(pl P ]

—00 —00

Sajnos az integraloknak nincs zart alakjuk, csak numerikusan értékelhetok ki. A maximumot
kapjuk, ha py = p; = 2. Ekkor:

1 w _(b-U) 11 _4bU C
C,,,=——[e 2 ‘log,|—+—-e 2 [db-
add 2\/27z0'_'[0 81575

1 w  (b+U)? 11 4bU
- e 2 .log,| —+—-e2 |db= T
J. gz(z 5 }

2\2ro 7,

1 w _(b-U) _4bU osl
=1- e 200, lo l+e 20° db — 021
2\2rwo '[O &l ) o1l

1 w _(b+U) 4bU 0

[e 7 ‘log,(1+e>)db

2\2ro 7,
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Az abra a vizsgalt csatorna kapacitdsdt mutatja a jel-zaj viszony fliggvényében.
Leolvashatjuk, hogy példaul 0 dB jel-zaj viszonynal mintegy 0,7 bit vihetd at a csatornan
szimbolumonként, viszont 7+8 dB jel-zaj viszonyndl a kapacitas teljesen megkdzeliti az
1 bit/szimbolumot.

Analég bemenetii és analog kimenetii csatorna-modell

Ezt a modellt tekinthetjiik a legaltalanosabbnak abban értelemben, hogy mind a bemenetén,
mind a kimenetén az elektronikus hirk6zlésben hasznalt jeleket veszi tekintetbe.
Az egyszerliség, illetve a kezelhetdség kedvéért most is additiv, fehér Gauss zaju és
memoriatlan csatornat tételeziink fel.
Csak ismétlésként leirjuk az alapvetd Osszefliggéseket a kapacitasra, illetve a kolcsonos
informéciora:

C:= rrfl(a))( 1(A4;B)

S (a,b)
1(4;B) = ,b)-log, —~2""_ da db
(4;B) !if(a ) log, = 5y 4
. — . 1 — . —1
I(A,B)—./[ f(a)-log, @ da £ i f(a,b)-log, b da db

Egy kis Iépéssel tovabbmenve, bevezetjiik a bemenet €s a kimenet egyiittes entropia-jat:

1
H(A,B)= { l f(a,b)-log, e da db

Jol latszik, hogy ez szoros kapcsolatban van a feltételes entropiaval:

f(a)
H(B|4)= ,b)-log, da db =
(B4) {lf(a )-log, =, da

a

= ;U;f(a,b)-logz ﬁ da db—;[.[[f(a,b)-logz f(l :

a

da db=H(A,B)— H(A)

Iletve:
H(A,B)=H(A)+H(B|A) = H(B)+H(A|B).

vagy
A bemenet és kimenet egyiittes entropidja a bemenet entropidja plusz a kimenetnek a
bemenetre vonatkozo6 feltételes entropidja, vagy forditva: a kimenet entropiaja plusz a
bemenetnek a kimenetre vonatkozo feltételes entropiaja.
Most vegyiik figyelembe, hogy a kimeneti valdszinliségi valtozé nem mas, mint a bemeneti
plusz a zaj:

b=a+z,

ahol z jeldli az additiv, jeltdl fiiggetlen, fehér, gaussi zajt. Ha ezt behelyettesitjiik az egylittes
entropia fenti kifejezésébe, akkor a kovetkezot kapjuk:

H(A,B)= H(A,A+Z)=H(A,Z)=H(A)+H(Z|A)=H(A)+ H(Z).

(Csak emlékeztetdiil: a nagybetiik az eloszlast, mig a kicsik a valdszinliségi valtozot jelolik.)
Ertelmezve a kapott dsszefiiggést: ha a kimeneti valésziniiségi valtozé a bemeneti plusz a zaj,
akkor a bemenet és a kimenet egyiittes entropidja a bemeneti entrdpia plusz a zajnak a
bemenetre vonatkozo feltételes entropidja. Viszont, ha a és z fiiggetlen, akkor egyiittes
entropiajuk az entropiaik dsszege lesz..

Korlatos atlagteljesitményii, additiv zaju, analog csatorna.

A teljesitménykorlat bevezetése nagyon fontos a modell gyakorlati értéke szempontjabol,
hiszen korlétlan teljesitménnyel barmekkora zajt le lehetne gy6zni.
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Az eldbbiekben a fliggetlen additiv zaju csatorna esetén az egyiittes entropiara két kiilonb6zo
Osszeget kaptunk.

H(A,B)=H(A)+H(Z)=H(B)+ H(A|B).

Rendezve a jobboldali egyenletet, egy kifejezést kapunk a kdlcsonds informaciora. Ennek
maximuma a csatorna kapacitasa:

I(4;B)=H(A)-H(AB)=H(B)-H(Z).

A levonand6 entrépia az additiv Gauss zajé, amelyet kordbban kiszdmoltunk, igy csak a
A kimend valdszinliségi valtozd egyenld a bemend plusz az additiv zaj. Ha valamilyen
megszoritast tesziink a bemend valdszinliségi valtozora, akkor igen egyszerli és szemléletes
Osszefliggeést kaphatunk. Tegylink megszoritast a négyzetes varhatoértékre! Ez gyakorlatilag
is hasznos:
M(b*)=M(a’)+M(z?)

A kimenet entropidja akkor maximalis, ha b Gauss eloszlast. Mivel a zajrdl azt tételeztiik fel,
hogy gaussi, ezért akkor kapunk maximalis csatornakapacitast a kimenet limitalt négyzetes
varhatoértéke mellett, ha a is Gauss eloszlasu:

H(B) :%log2[2ﬂ-e-M(b2)] :%10g2[2ﬂ-e-(S+N)],

ahol § jeloli a bemend jel négyzetes varhatoértekét, és N az additiv zajét! Behelyettesitve a
kolesonods informacié fenti kifejezésébe:
2r-e-(S+N)

1 I !
I(A;B)=H(B)—H(Z):510g2[2”'e'(S+N)]_Elog2[2ﬂ'e.N]ZEIOgZ[ 2w-e-N

1.

Ezzel a kapacitas:

S+N 1 S
=—1lo 1+— bit/minta
5 gz( N) [ ]

1
C, =maxI(4;B)=—1
g =max (4, B) = log,

Vegyiik figyelembe a W (Hz-ben mért) savszélesség esetén iddegységenként tovabbitando
mintak szamat, és akkor a masodpercenként tovabbithatd informaciot kapjuk:

C, = W-10g2[1+%j [bit/sec]

(1 Hz-et 2 minta/sec ir le, illetve 1 minta/sec 2 Hz savszélességet jellemez.)

A mellékelt dbra mutatja, 7
hogy miként valtozik a fenti  C/W
csatorna Hz-enkénti : o
k itasa a jel-zaj viszon blvsee
apacitasa a g y Hz
fliggvényében. s

Egyaltalan nem meglepd,
hogy amennyiben a jel-zaj
viszony nd, akkor az
egységnyi savszélességre jutd
kapacités nd.

Mivel a jel-zaj viszonyt
logaritmikus 1éptékben
abrazoltuk, ezért nagy jel-zaj
viszonyok esetén linearis az
Osszefiiggés. 20
Hangstlyozni kell, hogy a SIN  [dB]
korlatozott teljesitmény miatt
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a jel-zaj viszony novekedése csak a zaj csokkentése révén lehetséges.

Erdemes azt is megvizsgalni, hogy mi torténik a savszélesség valtoztatasakor. Ezt annak
feltételezésével tegyiik meg, hogy az additiv, fiiggetlen Gauss-zaj fehér. Azaz valasszuk azt a
gyakran hasznalt, rendkiviili egyszeriisitéseket lehetdvé tevd modellt, amely konstans
spektralis stirliségili -oo-tdl +oo-ig! Természetesen nem gydzziik hangsulyozni, hogy egy ilyen
folyamat négyzetes varhatoértéke nem korlétos, tehat ilyen ,,zaj” nincs. Amennyiben azonban
korlatos a savszélesség (1), akkor természetesen a konstans spektralis stirliségii folyamatbol
»Kivagott szelet” véges négyzetes varhatoértekii lesz. Az additiv zaj négyzetes varhatoértékét
N-el jeloltiik, amit a spektralis stirtiségbdl az alabbi mddon kapunk:

N=2B-s,=2W-2rx-s,,

¢és igy:

C, =W -log,| 1+ —————|.
! gz[ 2-W-27Z~SJ

Itt 5o az 1 rad/sec savra juto teljesitmény, igy 2m- so az 1 Hz savra juto. Mindkét esetben
kétoldalas spektrumot tekintve. Ezeknek a duplaja van egyoldalas spektrum esetén, amit
intenzitas-stiriségnek is szoktak nevezni.

Ha a savszélesség nulla, akkor nyilvan nulla a csatorna kapacitasa. Ha a savszélesség minden
hataron tal nd, akkor a kapacitas 1/In(2)-szor jelteljesitmény/zaj intenzitds-stirliséghez tart:

limC, = lim# log,| 14—~ |- L. %
A AN 2-W-2rx-s, In2 2-27-5,

Az alabbi diagramban mind a sévszélességet, mind a kapacitast S/2-2 7 -sg egységben mérjiik.

1.4423

C[S/22 7 -s0]

0.5

0 2
10 10 100 WI[S/2-2 7 -s¢]

Az abrabol az is jol latszik, hogy a kapacitas az S/2-2 « -sy savszélességig gyorsan novekszik,
¢s ekkor eléri az §/2-2 « -sy értékét, majd novekedése lelassul, és tart ennek az értéknek a
kozel masfélszereséhez. Szoktak ezt az értéket hatdrnak tekinteni, amely alatt a savszélesség
»szabadon” rendelkezésre all, és a kapacitast a jel/zaj viszony korlatozza, felette viszont a
savszélesség valik a korlatozo tényezdvé.

A most szerkesztett diagram arra a fontos ismeretre hivja fel a figyelmet, hogy mikdzben a
csatornakapacitds az informdaciotovabbitasi sebesség felsé hatdra, ennek a hatdrnak
maximuma van, amennyiben korlatos a jel-teljesitménytink.

Késdbbi céljaink érdekében ,.huzzunk le még egy bort” a folytonos csatorna kapacitdsanak
most kapott 0sszefliggésérdl! Vegyiik figyelembe, hogy a digitlis csatorna megvalositasakor
a digitalis szimbolumokat analog jelekkel reprezentaljuk, majd ezeket a jeleket tovabbitjuk az
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analdog csatornan, amelynek a kimenetén 1év0 analdg jeleket megfigyelve, digitalis
szimbolumokra dontiink.

Az analdg csatorna bemend teljesitményét szimbolum-idonként, vagy az egyszerliség
kedvéért, bit-idonként leirhatjuk, a bindris szimbolumot reprezentdld jel energidja és a
csatornara masodpercenként ,,ratehetd” binaris szimbolumok szamanak szorzataként.

Additiv zajként tovabbra is a gaussi fehér zaj modellt valasztva, a zajteljesitmény az eldbbi:

S=C-E,
N=2-W-2rx-s,

A csatornakapacitas pedig nem lehet nagyobb, mert nem ,,jut at tobb binaris szimbdlum, mint
a kapacitas”.

C<w-log, l+i
2-W-2rx-s,

Kis rendezés utan az egyenletet Ey/2:2 7 -sp —ra megoldva, a kovetkezot kapjuk:

C C
Wﬁlog{br—-

L} =2 <1+ —.

C E, .5 >2C/W—1

W 22r-s, 2275, CIW

Kaptunk egy Osszefiiggést a C/W (Hz-enkénti kapacitds) és a jelenergia/zajenergia kozott
(E,/2-27-s, ). Mivel egyszeriien a C/W fiiggvényében lehet az E, /227 - s, -t brazolni,

viszont valojaban az inverz fliggvény az érdekes, sziikség van egy transzformdciora,
amelynek eredményét mutatja az alabbi abra:

C/wW

10

10

10

1

A
o] 777777777777 777777777 7777777777 7777777777 777777777 | E227s
1 i i i i i
5 -160 5 10 15 20 25

A korlatos teljesitmény miatt -1,6 dB-nél kisebb jel-zaj viszony nem tesz lehetdvé informaciod-
atvitelt. Azt, hogy ezzel a hatdrral szemben mit tudnak a hirkozlési modszerek elérni, a
késobbi fejezetekben vizsgaljuk meg.
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