Hibakorlatozé kédolas

Az informaciotovabbitasnak egy sajatosan érdekes teriilete a kodolds, amely egyrészt arra
iranyul, hogy a tovabbitds soran fellépd hibaforrasok altal okozott hibakat felismerjiik, vagy
esetleg kijavitsuk, de masrészt ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy altala az
informaciotovabbitds sebességét kozelithetjiik az elvileg lehetséges maximumhoz, azaz a
csatornakapacitashoz.

Az elébbi megfogalmazast illetve: az nyilvanvaloan elényds, ha meg tudjuk allapitani, hogy
az informéci6 nyeldjéhez megérkezd lizenet azonos-e a forras altal kibocsatottal, vagy még
ennél is kedvezdbb, ha eltérés esetén ki tudjuk javitani a hibat. Viszont mi kdze van ennek a
csatornakapacitdshoz? A valasz nagyon egyszerii: példaként gondoljunk egy digitalis,
memoriamentes csatorndra (pl a megvizsgalt BSC-re), ahol a kapacitas a szimbdlumtévesztési
valdsziniség fliggvénye. Amennyiben csokken a tévesztés valdsziniisége, n a kapacitas.
Persze az eldbbi példat tekintve a kapacitas akkor is nd, ha a digitlis csatorna belsejében
(ahol analog jelek irjak le a digitalis szimbolumokat) noveljiik a jel-zaj viszonyt. A kodolassal
kapcsolatos alapkérdés ezért tigy is megfogalmazhatd, hogy mikor, milyen feltételek esetén,
milyen moddszerekkel lehet ndvelni altala a csatornakapacitast, és ezen beliil azt is meg kell
valaszolni, hogy mi ennek az éra.

A viélaszok megadasahoz induljunk ki a folytonos csatornamodellre kapott 0sszefliggésbal:
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ami azt mondja, hogy a kapacitas novelése alapvetden két modon lehetséges: vagy ndveljiik a
jel-zaj viszonyt, vagy ndveljik a jel sdvszélességét. Az eldébbi hatdsa trivialis, bar mar
elmondtuk, hogy alapvetéen korlatos, az utobbirdl pedig kimutattuk, hogy kezdetben gyors
valtozést eredményez, majd lelassulva egy felsd korlathoz tart.

Nagyon fontos azonban arra figyelni, hogy az informaciot tovabbitod jel savszélességének,
méghozza szUkséges savszélességének a novelésérél van sz6. Ehhez természetesen
elsdsorban az kell, hogy fenndlljon a nagyobb savszélességli jel tovabbitasanak lehetdsége.
Masodsorban pedig olyan sdvszélesség-noveld modszer kell, ami hatékony a kitlizott cél
elérése szempontjabol. Ez a modszer a hibajavitdé kodolas. Ugyanis az informacios
szimbolumok kiegészitése redundans paritasszimbolumokkal, nagyobb savszélességli jelet
eredményez valtozatlan informacidtovabbitasi sebesség esetén.

Ez a mddszer hatékonynak bizonyult azokban az esetekben, amelyeknél az alkalmazott
csatorna savszélességének csak technikai korlatai voltak, de nem allt fenn sem a
»szomszédok™ zavardsa, sem mas rendszerekkel vald egyiittélésbdl szarmazé korlat. Roviden:
a nagytavolsagu lrszonddk kommunikacidja a tipikus példa erre, ahol a teljesitmény erdsen
korlatozott, de a jel sdvszélességének szinte nincsenek korlatai. Erre a célra szolgald kodokat
fejlesztették ki eldszor, és itt is ezt ismerjiik meg elbb.

Nagyon érdekes és izgalmas kérdés azonban az is, hogy mit lehet tenni, ha korlatoz a
savszélesség, viszont a teljesitménnyel kicsit szabadabban banhatunk, bar korantsem
korlatlanul. Van-e a kodoldsnak keresnivaldja ebben az esetben? Ha nem ndvelhetd a
savszélesség, akkor csak az az ut jarhaté, hogy noveljik a tovabbitiasra keriild
szimbolumkészlet méretét. Valtozatlan tévesztési arany eléréséhez ekkor nagyobb
atlagteljesitményre van sziikség. A kddolas csak gy képzelhetd el, hogy a hasznalt
szimbolumkészletet tulméretezziik, azaz a lehetséges szimbolumok koziil nem mindegyiket
vessziik igénybe az adas soran, (??7?) amelyek a vételnél felismerhetoek. Persze felmeriil a
kérdés, hogy jobb eredményt kapunk-e igy, szemben azzal, ha minden szimbolumot
felhaszndlunk, de novelt teljesitménnyel (kevesebb van, igy tobb jut egyre azonos atlag



mellett), és igy kisebb a tévesztési valoszinliség. Ezt a kérdést fogjuk a masodik 1épésben
megvalaszolni.

Kédolas korlatozott atlag-teljesitménynél

A kodolas céljanak egyik megfogalmazasaként azt adtuk meg, hogy altala kozelithetjiik az
informaciotovabbitasi sebességet a maximalisan lehetséges csatornakapacitashoz. Az alabbi
abra segitségével roviden ramutathatunk arra, hogy mennyiségileg mekkora lehetdség rejlik a
kédolasban a teljesitménykorlatos esetben, amikor elsésorban bindris szimbolumokat
hasznélunk:
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Az abra szerint az elérhetd kodolasi nyereség kozel 10 dB, illetve mintegy hatszoros, attol
fliggben, hogy a jel-zaj viszony lehetséges csOkkentésének iranyaban, vagy az atviteli
sebesség novelésének irdnyaban akarunk eljutni a hatarhoz. Az elébbi azt jelenti, hogy elvileg
10 dB-el kisebb jel-zaj viszony mellett is elérhetd a 10 bithibaarany, ami az abraban 16v6
BPSK jelii pontra all fenn, az utdbbi pedig azt mondja, hogy a 10 dB-es jel-zaj viszony esetén
elvileg akar 6 bit informécio is tovabbithato 10 bithibaarany mellett.

A kodolassal elérhetd kodolasi nyereség alatt altalaban a megegyezd bithibaarany mellett
lehetséges jel-zaj viszony csOkkentést értik. Tanulsdgos annak végiggondolasa is, hogy
miként éri el ezt a kodolas. Eldszor vegyiik észre, hogy a kodolassal elébb rontunk a
helyzeten, és csak a dekddolas utan
érhetiink el javulast. A mellékelt
abran azt szemléltetjiik, hogy miként
valtozik a BPSK hibaarany gorbéje,
amennyiben az lizenet K bitj¢hez N-K
bitet a kodolas révén hozzaadunk,
azaz egy R=K/N sebességli, vagyis
(N,K) paraméteri binaris kodot
hasznalunk. A nyil azt mutatja, hogy
pl. R=4/7 esetén a gorbe =~ 2,5 dB-el
elmozdul jobbra, amire azt szoktak
mondani, hogy ez a ,biintetés”
(penalty) a kodolasért. Ahhoz, hogy
nyereség legyen, eldszor le kell
gyOzni ezt a biintetést, illetve még
azon is til kell jutni. Ez torténik meg a dekddolds sordn, amikor a megfelelden tervezett,
hatékony kod képességei révén a hibakat sikeriil kijavitani, és a hibavaloszinliség kisebb lesz,




mint a kdédolatlan esetben volt. Az als6, balra mutatdé nyil mutatja a lehetséges javulast,
amelyet a példaban alkalmazott (7,4)-es Hamming kodra elérhetiink. (Ez a kod, mint ismert
blokkonként 1 hibat tud javitani, és konnyl kiszdmitani a dekodolds utan hibatlan blokkok
valosziniiségét. Ennek 4/7 része lesz a maradék bithiba-valosziniiség.) Erdekes megfigyelni,
hogy nem minden jel-zaj viszony mellett ériink el javulast, hanem csak kb 7 dB-nél nagyobb
értékekre, és nem is sokat (= 0,4 dB lesz 10°° hibaval6sziniiségnél).

Végiil ismét emlékeztetliink, hogy a kodolasi nyereség a kodolatlan és a javitott gorbék
kiilonbsége, ami altalaban (miként a példaban is) ndhet a hibavaldszinliség csokkenésével.

Ha kotott a bitenkénti energia (adott informéciotovabbitasi sebesség és adott atlagteljesitmény
esetén), akkor megegyez0 forras- és kod-abe melletti kodoldsnal kevesebb energia jut egy-egy
csatorndba kiildott bitre, mint a kodolas nélkiili esetben, és ezaltal megnd a csatornaban
tovabbitott bitek tévesztési valoszinlisége. Az arany a kddsebesség lesz R=K/N. A dekodold
viszont kijavit a keletkezd hibakbdl annyit, amennyit a kod képességei lehetévé tesznek, €s
igy a maradék hiba kisebb lehet, mint a kodolatlan atvitelé, azaz 1étrejohet a kddoldsi
nyereség.

Kédszavak optimélis detektalasa

Az optimalis detektalasrol eddig megismertek tovabbfejlesztésre szorulnak kodolas esetén.
(Ezt emlithettiik volna mar a részleges valaszfiiggvényli atvitelnél is.) A kodolds révén
keletkezd szimbolumsorozatokban megsziinik az egyes szimbolumok fliggetlensége. Azt is
mondhatjuk, hogy belsd kapcsolatok jonnek I1étre a szimbolumok kozott. Ennek
kovetkeztében nem az eredményezi a legjobb megoldast, ha az egyes szimbolumokat
egymastol fiiggetleniil a legvaldsziniibben detektaljuk, hanem az egyes kddszavak
legval6szintibb detektalasa adja a legjobb eredményt. Itt egy nagyon egyszerl példa keretében
mutatjuk meg a viszonyokat, és az elérhetd eredményeket.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor (3,1)-es Hamming kodot hasznalunk egy BPSK
csatornan, maximalt (konstans) atlagteljesitmény mellett! Ekkor mindegyik adatbitre 3 kodbit
jut, és ez valtozatlan jelteljesitménynél 1/3-ra csokkenti a csatornan a bitenergiat. Az adott
kodra két lehetséges kodszo a (0 0 0) és az (1 1 1), amelyeket a BPSK modulacié esetén az
alabbi két jel reprezental az analog csatornan:

VI [T T
VRV VRV

A zajos, kodolt csatorna kimenetén a legjobb dontést ugy kapjuk, ha a fenti jelekkel szorzunk,
¢és a szozatok 3r,-ra vett integraljai koziil a nagyobbat fogadjuk el, szemben azzal, hogy 7,

idorésenként dontiink, majd a kapott haromelemii binaris sorozatokbol kovetkeztetliink a
legvaloszinlibb adatbitre. Ez utdbbi neve kemény dontés, az elébb javasolt pedig lagy dontés,
mivel az egyes idOrések végén, a szorzas-integralas révén kapott értéket vittilk tovabb a
kovetkezd idSrésre, nem pedig egy annak megfeleltethetd binaris szimbolumot. Igy
bizonytalan (a dontési kiiszob kozeli) esetekben sokkal jobban jarhatunk. Konnyti kiszamitani
ebben az elemi példdban a javasolt lagy dontéssel, vagy masképpen szemlélve, a teljes
kodszora egyiittesen végzett dontéssel elérhetd hibavaloszinliséget:

P =0,5- erfc( 3E, /3 ] ,
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ami megegyezik a kodolatlan BPSK hibavaloszintiségével. A gyodk alatti elsé 3-as a 37, alatt

felhalmozodo energiat képviseli, mig az 1/3-ad a kddolas miatti energiacsokkenést adja meg.
Ha erre az elemi példara megismételjiik a korabbi, (7,4)-es kodra készitett abrat, akkor
egyrészt Onmagaban érdekes eredményt
kapunk, masrészt pedig megtessziik az elsé
lépést a korabbi abra eddig nem emlitett
gorbéjének a magyardzatara. A mellékelt
abra szerint a (3,1)-es Hamming kod
konstans atlagteljesitmény esetén
célszeriitlen, mert kemény dontésre ront a
hibavalosziniiségen, mig lagy dontés esetén
éppen csak a kodolasi veszteséget tudja
behozni. Ezzel szemben mar egy (7,4)-es
Hamming kod is képes nyereséget elérni
akar kemény dontésre is, de lagy dontéssel
mar 1 dB koriili jel-zaj viszonytol nyereség
1ép fel, amint azt a korabbi 4bra balszéls gorbéje mutatja, és ez a nyereség ~ 2,4 dB lesz 107
hibavalo6szintiségnél. Most mar csak az szorul magyarazatra, hogy miként lehet meghatarozni
a hibavalosziniiséget lagy dontés esetén. Ehhez a jeltér nyujt segitséget.
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Szimbdélumsorozatok a jeltérben
megoldottuk (amint ezt megtettiik a legfontosabb modulacidés modszerekre), konnyen tudunk
olyan ortonormalt jelteret konstrualni, amelyben a sorozatok megjelenithetdk.

Korlatlan savszélesség esetén

Az egyes szimbdolumokat képviseld elemi jelek egy-egy idorésre korlatozottak, igy az iddben
egymast kovetd szimbolumokat képviseld, iddben idorésnyivel eltolt elemi jelek
ortogonalisak, a jeltér pedig annyi dimenzids lesz, mint a szimbélumsorozat hossza. Igy
példaul a (3,1)-es Hamming kdédra tudunk szerkeszteni egy haromdimenzios jelteret, amelyet
még abrazolni is lehet. Ha BPSK-t tételeziink fel a csatornan, akkor a jeltér bazisfiiggvényei a
kovetkezOk lesznek:
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Az egyik szimbolumot y, = 4- T% vektor irja le, mig a masikat y, =—y,, amivel az (1 1 1)

kodszo a jeltrében (y; y1y1) lesz, a masik pedig (-y; -y1-y1). A két vektort a jeltérben az alabbi
abra mutatja:
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A két sorozatot (kodszot) képviseld vektorok hossza /3 -szorosa az y=A4- T%

»egységnek”, igy két kodszovektor végpontjainak euklédeszi tadvolsdga a jeltérben ennek
kétszerese. A hibavaldsziniiséget pedig (binaris esetben pontosan) a jeltérbeli szomszéd
tavolsagéanak a fele hatarozza meg, ami a kordbban (mas megfontolassal) kapott érték lesz:

B‘(ll)s = 0,5 . erfc| \/g— M .
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Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a (7,4)-es Hamming kdédra vonatkozdéan? A
Hiradastechnikdbdl tudjuk, hogy a Hamming kodok olyan perfekt kodok , amelyek egy hibat
képesek javitani, és igy a kodtavolsaguk (a kodszavak kozotti legkisebb Hamming tavolsag)
harom, pontosabban valamennyi szomszédos kodszonak harom a tavolsdga. Ha erre a kodra
megprobaljuk elképzelni az elébb bemutatott jelteret, akkor az 7 dimenzids tér lesz, az eltolt
elemi jelekkel, viszont a kodszavak képviseld jelvektorok nem lehetnek kdzelebb egymashoz,
mint az eldbbi egyszeri példaban. Ha feltételezziik, hogy a jeltérben akar az Gsszes irdnyban
lehet effektiv szomszéd, akkor a hibavaloszinliség fels6 korlatjaként az alabbit kapjuk:
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ahol 6 az effektiv szomszédszam, /3 az euklédeszi tavolsag fele, és 4/7 a bitenergia
csOkkenése a kodolas miatt. A kapott gorbét tehat a (7,4)-es példa gorbéi koziil a balszélen
talaljuk.

Megjegyzés: Felmeriilhet az a gondolat is, hogy a teljesitménykorlat mellett az atviteli
sebesség csokkentése altal is ndvelhetjiik a bitenergidt, és ezzel a jel-zaj viszonyt. Azonban
fontos észrevenni, hogy ettél nem nd az egységnyi savszélességben tovabbitott informacio
mennyisége.

Kédolas korlatozott savszélességnél

Ha novelhetjiik a teljesitményt is
Mit lehetne elérni (3,1)-es Hammingre 3-szoros teljesitménnyel, vagy kodolas nélkiil 3-szoros
teljesitménnyel?

Meg kell kiilonboztetni:
o Kodolas: miivelet, amely kodolt szimbolumsorozatot dllit elé az adatsorozatbol. A
leiras matematikai modell alapjan. Pl matrix-miivelet, polinom-miivelet.
o Kodolo: az elobbi miivelet megvalositasi modja. Hardware, vagy software leirasa. Pl
tombvazlat vagy algoritmus.



o Kod:a lehetséges (kodolasi szabaly dltal meghatarozott) kodolt sorozatok osszessége.
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