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A LINEARIS JELFELDOLGOZAS ALAPJAI

AZ eddigi fejezetekben megszerzett ismeretek alapjan tudunk jo dontéseket hozni,
valamint csekély erdfeszités aran megtanulhatjuk a jo becslések készitésének
modszerét is zajos megfigyelések esetén. A becslés 1ényegében a méréselmélet alapja, és
eszkozei szinte azonosak a hirkozlésével. A kovetkezOkben egy érdekes, specialis
problémakor alapvetd megolddsaira mutatunk ra. Valaszt keresilink arra a kérdésre, hogy
miként tudnank linearis jelfeldolgozasi modszerekkel (sziiréssel) a zajos megfigyelést a
hasznos jelhez minél hasonlobba tenni, illetve a multbeli megfigyelésbdl a varhato ,,jovot”
eldre jelezni.

SIMITAS, SZURES, ELOREJELZES

Harom csoportba fogjuk sorolni a feladatokat, amelyeket ennek a pontnak a cime is jelez.
Altalaban azt tételezziik fel, hogy az informéciét hordozo jelet modellezd sztochasztikus
folyamat zajos, méas néven additiv zajjal terhelt. igy realizacidinak valamely idétartamon
végzett megfigyelése alapjan értelmes feladat valaszt keresni arra, hogy mi lehetett a
megfigyelhetd zajos 6sszegbdl az eredeti jel.

A cimben szerepld elsé feladatcsoport, a simitas, abbol az elgondolasbdl kapta a nevét,
hogy a hasznos jeltdl tobb "nyugodtsagot", lassub valtozasokat, nagyobb "simasagot"
varunk, mint a hozza ad6do zajtol. Igy a zajos megfigyelés simitasa feltehetdleg a zajt
tavolitja el és az eredmény kozelebb keriil a jelhez. A feladat és a jelolések illusztralasara
alljon itt az alabbi 4bra:

£z, + v, Az ébran feltiintettik a zajos
£, A A t Nt Tt £,(a) realizaciot, amelynek egy
Ne(a) multbeli, a t és t, kozotti

&da) id6szakra vonatkozo feljegyzése
alapjan készitiink egy simitott
| | | L valtozatot, amelyet a &-ben 1év6 1
t, 0 t, jelkomponens becslésének
neveziink, és annak valamely 6
pillanatban fellépd értékét n,(a)-

mult

val jeloltiik.

Fogalmilag olyan csekély mértékben kiilonbozik a sziirésnek nevezett feladat a simitastol,
hogy ugyanezen az abran értelmezhetjiik. Lényegében a simitdsnal lerdgzitett feladatott
kell elvégezni specidlis id6beli megszoritasok esetén. Nevezetesen: sziirésnek nevezziik a
simitast akkor, ha a feladatot valodi id6ben végezziik, és a jel becsiilt értékét mindig a jelen
pillanatra adjuk meg a zajos megfigyelés akar teljes multjanak felhasznalasaval.

Lényegesen kiilonbozik a harmadik feladatcsoport. Ebben az esetben a multbeli
megfigyelés alapjan jovébeli értékeket kivanunk megjosolni, elére jelezni. ily médon
értelme lehet a feladatnak az altaldnos, zajos megfigyelésen kiviil akkor is, ha olyan nagy
jel/zaj mellett tudjuk a megfigyelést végezni, amelyet joggal tekinthetiink zajmentes
megfigyelésnek.
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Ezt a feladatcsoportot az aldbbi két abraval illusztraltuk. A baloldali abra a zajmentes
esetet tlinteti fel, amikor £, (a) megfigyelés maga a jel, mig a jobboldali 4bran a &, (a)-val

jelolt megfigyelés az n jel és a v zaj Osszege.
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t1‘ t, | 0 t1‘ tz‘ | 0
mult jelen jovo mult jelen jovo

A zajmentes esetben tehat az a feladat, hogy a mulban - a jelenig tartd - megfigyelt
értékekbol jelezziik elére a varhatd jovobeli értéket. A zajos esetben az el6bbi feladatot
annyival nehezitjilkk, hogy a zajos megfigyelésekbdl kivanunk az igazi (zajmentes) jel
jovobeli értékére eldrejelzést adni.

A feladatok véazolasa utan pontositsuk, hogy mit szeretnénk tenni. Els6ként szogezziik le,
hogy milyen megszoritasokkal kivanjuk a feladatokat megoldani, majd vélasszunk
megfeleld értékelési modszert a feladat megoldasanak jellemzésére!

A feladatok megoldédsara vonatkoz6 megszoritas legyen a fejezet cimével 6sszhangban a
linearis, iddinvaridns transzformaciok alkalmazésa. Tehat arra a kérdésre keressiik jelenleg
a valaszt, hogy milyen jellemzdkkel bir6 linearis transzformacidkkal érhetjiik el a legjobb
eredményt. Persze ehhez rogton hozza kell tenni, hogy miként értékeljiik az eredményeket,
milyen szempontbol tekintsiik azt a legjobbnak. Erre vonatkozoan valasszuk a négyzetes
kozéphibaval torténd jellemzést. Tehat azokat a linearis, idGinvarians transzforméaciokat
keressiik, amelyek a legkisebb négyzetes kozéphibaji megoldasokat eredményezik.

Ezutan mar csak a feladatok szamanak ésszeri csokkentése van hatra, hiszen a felsorolt
csoportok mindegyikében elvégezhetjiik a feladatot id6ben diszkrét mintdk alapjan,
valamint a jelek id6ében folytonos feldolgozéasaval. A tovabbiakban itt két feladat részletes
megoldasara szoritkozunk, nevezetesen megoldjuk a zajmentes elérejelzést diszkrét mintak
alapjan, valamint a zajos megfigyelés simitasat idoben folytonos feldolgozassal.

ELOREJELZES ZAJMENTES, DISZKRET MEGFIGYELESEKBOL

Pontositsuk a zajmentes elorejelzéssel kapcsolatos vazlatunkat annyiban, hogy feltiintetjiik
az elmult idészakban vett N mintat, illetéleg azok idOpontjait, valamint a jovobeli
iddpillanatot, amikorra az eldrejelzést készitjiik. A hasznalt jeloléseinket a kovetkezd abra
szemlélteti:

Az ébra szerint a mintakat a
£, A miltbéli # idéponttol kezdve
E_, (a) A gyljtjiik a fn-vel jelolt
t En Eq(a) jelenig. Illetve pontosabban,
g, -5 az egyszerli jelolés kedvéert
t az els6 minta idépontja ¢,+q,
@ " a a) alg > i-ediké t;+ig, az utols6é
4 - B —_— pedig 6= t;+Ng.
mult jelen jovo
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Az 6sszegylijtott N mintabol kell elérejelzést késziteni a #,-vel jelolt jelen pillanatot kdvetd
h+g=601ddpontban. A mintak értékeit &; jeloli, ami részletesebben a kovetkezdt jelenti:

& =4, ., oah0l Q= LN.

A kovetkezd 1épés az eldrejelzés készitésére valasztott lindris, idéinvarians transzformacid
leszogezése. Mint jol ismert, ez nem mas, mint egy stlyozott dsszeg készitése a mintakbal,
azaz:

ée:: Zci g,

Ennyi megkotés utan mar csak az a nyitott kérdés, hogy milyen értékli stlyozé tényezok
(ci-k) eredményezik a legkisebb négyzetes kozéphibaju eldrejelzést. Hatarozzuk meg, hogy
miként fligg az eldrejelzett érték négyzetes kozéphibdja a stilyozd tényezoktol, és keressiik
meg a minimumot eredményezd értékeket! Ez a feladat nyilvan N ismeretlen
meghatarozasat igényli, tehat nézziikk meg, hogy mi ennek a lehetosége!

Eldszor is definidljuk az eldrejelzés négyzetes kozéphibajat! Jeldlje e(c) a hibat, amely
tehat a ¢; konstansok fliggvénye, amelyeket egyiitt a ¢ vektorral jeloltiink:

g(c):=M(E, —&,)%, ahol ¢:=(c, ¢ ¢; .. ¢y)

Ha a fenti kifejezést derivaljuk a ¢ komponensei szerint, és az igy keletkezd N kifejezés
mindegyikét egyenlové tessziik nullaval, akkor kapunk N egyenletet, amelyek megoldasai
a hibara sz¢l1s0 értéket szolgaltatnak:

@=2M(§9 _ée).%:o; k=1N.

Cy

Jeloljiik az egyenletrendszer megoldasaként kaphat6 stilyozé tényezoket dsszefogd vektort
€ -al, a komponenseit tehat ¢ -al, akkor a megoldando6 egyenletrendszer a kovetkezd:

M(ae—ﬁa-ai}afo; k=1N,
=1

ahol egyrészt tekintebe vettiik, hogy az el6z0 egyenletben kettével egyszeriisithetiink,
masrészt pedig behelyettesitettiik az eldrejelzésre korabban bevezetett kifejezést, valamint
elvégeztiik a parcialis derivalast.

Alakitsuk 4t a fenti egyenletrendszert az alabbi formaba:

N
ME,E, = 25, ‘MEE;; k=LN,
i=1

amit részletesen az alabbi N egyenletként is kifejthetiink:

M&lae = G 'Milil + G 'Milﬁz + .. Gy 'MiliN
ME,E, = ¢-MEE, + ¢, -MEKE, + ... & -MEE,
ME &, = ¢ -MEE + ¢, -MEE, + ... & Mg, &y
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Ha nem szeretiink ilyen sokat irni, akkor matrix formaban is megadhatjuk a fentieket,
hiszen a baloldalon egy vektorra, a jobboldalon pedig egy matrixnak egy vektorral valo
szorzatara ismerhetiink:

g=G-C.

Az egyenletben szereplé G matrixot Gram matrixnak nevezik, és az egyenlet formalis
megoldasa nyilvan ennek invertaldsan alapul:

T=G'.g
Kevés ismeretlen esetén a megoldas alabbi maddja is célra vezet:
D.

~ ]
Cl.——
G

2

ahol a D; determinans a |G| determinansbol oly moédon szarmazik, hogy kicseréljiik annak
i-edik oszlopat a g vektorra.

Az igy kiszamitott ¢, -sulyozo tényezOkkel nyerhetd elérejelzés négyzetes kozéphibaja
minimalis lesz, és ez a minimalis érték természetesen az alabbi moédon szamithato:

N 2
&(%) = M(ae -2.G a] :
i=1
Konnyt kimutatni, hogy a hiba értékére a fentibdl az alabbi 6sszefliggés nyerhetd:
£(€)=M&,’~M&é,

ami varhatoan kisebb lesz, mint a négyzetes varhatoérték.

Végezetiil egy igen fontos megjegyzés: Vegyilik észre, hogy a fenti szdmitdsokban
kizardlag a folyamat korrelacio fliggvényére volt sziikséglink!

SIMITAS IDOBEN FOLYTONOS MEGFIGYELES ALAPJAN

Az el6bb pusztan az egyszerliség kedvéért valasztottuk a zajmentes eldrejelzést. Teljesen
hasonld a feladat megolddsa zajos esetben is. A kiilonbségekre utalni fog a masodik
feladatunk megoldasa is amikor id6ben folytonos esetben oldjuk meg zajos jel simitasat.

A legkisebb négyzetes kozéphibat ado6 simit6sziiré

Mig az eléz6 esetben a legkisebb négyzetes kozéphibat eredményezd lineéri
transzformacio feltételét az alabbi egyenlet megoldasa jelentette:

M(F”G _%9)'&)1{ = 0’ ahol &k - (tvzlJrkq’ es k= l,N,

addig a folytonos esetre is bizonyithatoan egy hasonld alaku Osszefiiggés all fenn, ha a
megoldasunkat szintén linéris transzformacio alakjéban keresstik.

A &, =n, +v, zajos megfigyelésbdl a legkisebb négyzetes kozéphibajii becslést az
jelkomponensre tehat az alabbi alakban keressiik:

ﬁe = J‘hsae—sdsa
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ahol az integral hatéarait a kovetkezd
vazlat alapjan derithetjiik ki:

A
Legyen a zajos jel megfigyelésének St Ne(a)
idészaka a (t1.0) kozotti idokoz. Az n &da)
jelkomponensre ezen idészakon beliili
barmelyik 0 iddpillanatban akarunk o . t
becslést késziteni. Ekkor a 0-hoz | tl e hO—G Itl g
helyezve a h, sulyfiiggvény origdjat, ! s 2
konnyen kiderithet6, hogy mivel az / _\c s
integral hatarai csak a megfigyelt 00
idészakra terjedhetnek, ez s-ben 0

mérve 0- t, és 0- t; kozott lesz. Ezek
szerint a megoldandd egyenlet (a korabbi utaldsra hivatkozva az alaki hasonlosagot
illetdleg) az alabbi lesz:

0,
M [ne - J’hsge—stJ g, =0.

-1

Atrendezve az egyenletet, és tekintetbe véve, hogy a varhato érték képzése megelSzheti az
s szerinti integralast, kapjuk:
0-1,

I}Z M @e-s‘itds =M neaf

-1,

Ezt az egyenletet kellene megoldani }Z-ra, azaz a legkisebb négyzetes kozéphibat
eredményez6 sulyfiiggvényre. Elsd 1épésként értékeljiik ki a jelzett varhatdértékeket! Az
integralban szerepld varhatoérték jol ismert, ez nem mas, mint & korrelacio fliggvénye az
idopontok kiilonbségénél. Az egyenlet jobboldalan szerepld kifejezés azonban még nem
ismert. Itt két folyamatbdl vett mintdk szorzatanak varhatoértéke szerepel. Nyilvan nem
Amennyiben & €s m egyiittesen is gyengén stacionariusak, akkor jogos a kovetkezd
definicio is:

M & ;=R (0-1), és ME, & =R, (0-5-1).

Alkalmazzuk még a 8- ¢ = rjeldlést, és igy a fenti /Z,-ra vonatkozo egyenletre a kovetkezd
alakot kapjuk:

0-1,

Iﬁ R (t—s)ds = R, (v).

0—t,
amely egyenletet Wiener-Hopf-egyenletnek nevezik.

Ennek az egyenletnek az altalanos megoldasa nehézségekbe iitkdzik. Szamunkra azonban
igen ¢érdekes lehet egy specidlis eset, nevezetesen ha megelégsziink a rogzitett
megfigyelési iddszak széleitdl tavoli simitasi eredményekkel. Azaz arra korlatozzuk
magunkat, hogy a (t;,t;) kozotti idészaknak csak a belsejében, a széleitdl tavol fogjuk n jel
becslését keresni. Erre a legegyszertibb modell az lehet, ha a fenti iddszakot (-o00,+00)
hatarokig kinytjtjuk, és a becsléseket csak véges idépontokra készitjiik. Tehat, ha t; — - oo
¢és t, > +oo, akkor az egyelet a kovetkezo lesz:
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Konnyti észrevenni, hogy ennek az egyenletnek a megoldasa sokkal egyszeriibb. Vegyiik
mindkét oldal Fourier transzformaltjat, mikozben definidljuk az G.n. kereszt-spektralis-
stirliség fliggvényt is:

o0

1 A
S, (@) = P .[Rné(r)e“mdr,

—00

[0}

I R=shis = R () = 1, -5,(0) =5, )

Ezéltal egy igen egyszerl, lineéris egyenletet kaptunk - igaz ugyan, hogy nem a keresett
linedris transzformécio stlyfiiggvényére, hanem annak Fourier transzformaltjara - a

sziikséges atviteli fliggvényre, amit PNI(D -al jeloltiink. Az egyenlet megoldésa tehat:

Ifl — Sn& ((D)

se(w)

Konnyl kimutatni, hogy ez az 6sszefiiggés tovabb egyszerlisodik, amennyiben a jel és az
additiv zaj fliggetlenek, valamint legalabb az egyikiik varhatoértéke nulla. Ekkor a
legkisebb négyzetes kozéphibat eredményezd simitdsziird atviteli fiiggvénye a kovetkezd
Osszefliggéssel szamithato:

A négyzetes kozéphiba

Az aldbbiakban kiszamitjuk a legkisebb négyzetes kozéphibat add linearis transzformaciod
kimenetén a hiba értékét:

Y 2
&(h)=Mln, —7,) = M(% - | Efg_stJ (3.1)
Elvégezve a négyzetreemelést a kovetkezot kapjuk:
g@)zkﬁﬁ+hﬁﬁ—2M@hTE@ﬂw] (3.2)
A masodik tag a sziir6 kimenetén 1év6 simitott megfigyelés négyzetes varhato értéke, amit

spektralis stirliségével is kifejezhetiink:

2

Mﬁz?@w%@ﬁm

A harmadik tag meghatarozasa kicsit tobb leleményességet igényel. Az elsd 1épés még
egyszerl, ha oda helyezziik a varhat6érték képzést, ahol a valdszintliségi valtozo van:
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2M(ng T}Zgg_sds] =2 TESM 1,E, ds =2 szSR,] -(5)ds .
A kovetkezd 1épésben attériink az idétartomanybol a frekvenciatartoméanyba:
2_?}781?,7§ (s)ds = 2_T [i? Flwe-f”dijm; (s)ds =
= 2_]; i, [iiRH : (s)ef“dsjda; = 211?0)% A(@)do

ezzel a hibara kapott kifejezés az alabbi lesz:

e =Mp:+ [|f,] s.(@)do -2 [ H 5, (0)do .

Behelyettesitve a legkisebb négyzetes hibat add "sztird" atviteli fliggvényét, a kovetkezo
egyszerl kifejezést kapjuk:

ol =M~ [ %o,
—0 "¢

amit fliggetlen jel és zaj esetén, feltéve, hogy legaldbb az egyik nulla varhatoértékii, még
tovabb alakithatunk:

0

e(h)=Mm; - |

—00

5, (@)
5,(@) +5,(@)

Példként bemutatjuk a legkisebb négyzetes kozéphibat eredményezé linearis
transzforméciokat arra az esetre, ha a jel spektralis siirlisége linedrisan csokken a zaj
spektralis strlisége pedig konstans, de értéke a jel O frekvencian 1évd spektralis
stiriségéhez képest 0,01; 2 és 10-szeres:

g = sjd((o) 1- %

TS el

Itt B a jel savszélessége, amit az abran 1000 egységre valasztottunk.

, ha ® € [0,B], és 0 egyebként.



linedris jelfeldolgozas alapjai

1 T . . .
09 I SjCI(O)ZIOO Szaj
0.8r
0.7f
0.6r
0.5

Sjel(o): Szaj

04rf
0.3f
0.2f
0.1k Siel(0)=0,1 s, ]

0 \

0 200 400 600 800 1000




	A LINEÁRIS JELFELDOLGOZÁS ALAPJAI
	SIMÍTÁS, SZURÉS, ELOREJELZÉS
	ELOREJELZÉS ZAJMENTES, DISZKRÉT MEGFIGYELÉSEKBO�
	SIMÍTÁS IDOBEN FOLYTONOS MEGFIGYELÉS ALAPJÁN
	A legkisebb négyzetes középhibát adó simítósz
	A négyzetes középhiba



