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UZENETEK ES ZAVAROK

hiradastechnika egyik alapvetd feladata az informacioforrasok lizeneteinek tovabbi-

tasa. Ezt a feladatot a hiradastechnikai rendszerek kiilonb6z6 természetes és mester-
séges eredetli (ember altal keltett) zavarok, zavard hatdsok kozott végzik. Teljesen termé-
szetes tehat, hogy szeretnénk minél mélyebben megismerni a tovabbitand6 iizeneteket és a
lekiizdendé zavarokat. A megismerés utan pedig szeretnénk lehetd egyszerli, de mégis
jellemzé matematikai modellekkel leirni azokat. Sajnos az egyszerliségre vald torekvé-
siinkben nem vagyunk igazan sikeresek. Az lizenetek ¢s a zavarok egyik legalapvetdbb ¢és
kozos tulajdonsdga a véletlenszerliség. Ezért a Iényegiiket legjobban megragadd
matematikai modellként a mar korabban megismert sztochasztikus folyamatokat
hasznalhatjuk. A k6z0s szohasznalat érdekében jelenleg Osszefoglaljuk a sztochasztikus
folyamatokra vonatkozd, a tantargyban széleskorien felhasznalasra keriild ismereteket,
illetve néhany esetben - amikor sziikséges - ki is bovitjlik azokat.

SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK JELLEMZESE

Kezdjiik a jellemzést a meghatdrozassal, a definicioval. Rogzitsiik le, hogy mit értiink
sztochasztikus folyamat alatt.

Sztochasztikus folyamatok definicioja

A sztochasztikus folyamat értelmezését kétféle modon adjuk meg. Ennek a kettdsségnek az
a magyarazata, hogy a kétféle értelmezés vagy szemlélet segiti a tajékozodast, az eliga-
zodast a problémak megoldasaban.

Az egyik értelmezés szerint sztochasztikus folyamatnak nevezziik a valosziniiségi valtozok
rendezett seregét, vagy pontosabban idoben rendezett seregét. (Térben rendezett sereg
esetén a sztochasztikus mezo kifejezést szoktak hasznalni.) Tehat példaul, ha egy szabalyos
pénzdarabot egymas utdn sokszor feldobnank, akkor egy fej-iras értékkészletii valo-
szinliségi valtozo sereget kapnank, amelyet sztochasztikus folyamatnak neveziink (11.a
abra).
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1.1. abra Sztochasztikus folyamatok kétféle értelmezése

A masik értelmezés szerint, az el6z6 példanal maradva, dobjuk fel sokszor a pénzdarabot,
¢s az igy kapott tényleges fej-irds sorozatot tekintsiik egy sztochasztikus folyamat egyik
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realizacidjanak (megvaldsulasdnak), mintafiiggvényének. A folyamat maga pedig az ilyen
realizadcidknak az Osszessége. Az eldbb bevezetett realizdciok vagy mintafiiggvények
Osszességét, persze ugy is szemlélhetjiik, mint fliggvényértékii valdszinliségi valtozokat,
azaz most egy-egy sorsolasra egy egész fej-iras sorozatot kapunk eredményiil (1.1.b ébra).
(Amennyiben egy-egy realizacio akar végtelen sok sorsolasbdl is allhat és igy egy reali-
zaci6 kimeriti az egyetlen pénzdarabbal vald sorsolgatast, akkor ezen egyszerlien ugy
segithetiink, hogy a tovabbi realizdciokat mas és mas szabalyos érmékkel vald sorsolassal
készitjiik.)

Nyilvanvalo, hogy a sztochasztikus folyamatok fenti két meghatdrozasat nem csak idoben
diszkrét esetekben hasznélhatjuk. Az iddben folytonos értelmezési tartomanyu folyamatok
esetén viszont a masodik szemlélet sokszor elénydsebb is lehet. Ekkor a véletlen fligg-
vények szemléletesebben képviselhetik a folyamatot, mint a valdsziniiségi valtozé sereg.

Sztochasztikus folyamat megadasa

A fentiek értelmében egy sztochasztikus folyamatot akkor tekinthetlink adottnak vagy is-
mertnek, ha vagy a valdszinliségi valtozo sereg valosziniiségi jellemzdit rogzitjiik le, vagy
a realizaciokat adjuk meg. Ez utdobbi mddszer nyilvan csak véges sok realizacio esetén
lenne jarhato 1t, ezért altalaban keriiljiik ezt a moédszert és rendszerint az elobbi utat va-
lasztjuk.

Hogyan kell megadni a valdszinliségi valtozd sereg valosziniiségi jellemzdit? Az természe-
tes, hogy nem elegendd az egyes valdszinliségi valtozokat kiilon-kiilon jellemezni (a szo-
kott mdédon, a valdszintiség eloszlasukkal). Ekkor ugyanis hidnyozna az egymashoz vald
kapcsolataik lerogzitése, ami pedig egy ilyen sereg esetén nagyon lényeges. Tehat feltétle-
nill a sereg egyiittes jellemzésére van sziikség, amit nyilvan az egyiittes valosziniiség elosz-
lassal adhatunk meg. Itt viszont szintén beleiitkoziink abba a problémaba, hogy mit csinal-
junk akkor, ha a seregnek végtelen sok tagja, vagy ami még rosszabb megszamlalhatatlanul
végtelen sok eleme van (ez a helyzet folytonos értelmezési tartomany esetén). Ebben a
targyban azt a mddszert valasztjuk, hogy a folyamat minta-n-eseinek egyiittes eloszlasat
adjuk meg, ahol a mintak szdma () tetszés szerinti lehet. {gy vizsgalataink soran - ritka
kivételektol eltekintve - valdszinliségi vektorvaltozokra korlatozzuk magunkat.

A sztochasztikus folyamatot tehat akkor tekintjiik adottnak (ismertnek), ha lerdgzitettiik az
alabbi n-dimenzios egyiittes eloszlasfiiggvényét:

Fg(xl,xz,...xn) = Fg(")(x) :=P(&,(x,NE,(x,N...NE,(x,). (1.1)

Itt &-vel jeloltiik a szoban forgd folyamatot (ezt a nevet adtuk neki), az x vektor jeloli azt
az n darab értéket, amelyhez viszonyitva adott az az egyiittes valdszinliség, amit az azo-
nossaglanc utolsé tagja ir le, ahol ¢, a folyamat i-edik mintéja.

Ha példaként az el6z6 pénzfeldobas esetére akarjuk megadni az egyiittes
valosziniiségeloszlast, akkor nagyon egyszerli a dolgunk. Ez a folyamat idében diszkrét,
értékkészlete a fej és az irds, valamint az érme feldobasaiként kijovo eredmények egymas-
t6l fiiggetlenek. gy a pénzfeldobasi folyamat diszkrét n dimenzids egyiittes
stiriségfiiggvénye:

fe(,',’,ze (barmilyen fej - irds sorozat)= (%) )

Altaldban messze nem ilyen egyszerii egy folyamat n-dimenziés egyiittes eloszlasat
megadni. Itt még csak nem is arra gondolunk, hogy milyen nehéz egy, a valdésagban
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eléforduld folyamat matematikai modelljét megalkotni, hanem csupan arra, hogy az érde-
kes, fontos, jelentds folyamatmodellek mennyivel Gsszetettebb eloszlasfiiggvénnyel ren-
delkeznek. A kovetkezd pontban az egyik legfontosabb modellel foglalkozunk.

A Gauss-folyamat

Els6 lépésként vegyiink egy ¢ = [¢,,&,,.... ¢, | valoszintiségi vektorvaltozot. A ¢ vektor-

véltozo a ¢ folyamat n darab mintajat fogja dssze. (Itt a £ ' transzponaltat jelent, mivel a
targynak ebben az els6 részében a vektorokat eredendden oszlopvektoroknak tekintjiik.) A
¢-t n-dimenzios normalis, vagy gaussi valosziniiségi vektorvaltozonak nevezzik, ha valo-
szinfiségstirlisége az x" =[x,,x,,...,x, | helyen az:

1 —lxm) K (x-m)

f;(x)zwe (1.2)

n-dimenzios normdlis stiriségfiiggvénnyel irhato le.

Az (1.2) kifejezésben csak két dolog lehet ismeretlen. Az egyik a K kovariancia matrix, a
masik pedig az m vérhatoérték-vektor. (A |K| illetve a K™ a determinanst illetve az inverz

matrixot jeloli.) A varhatoérték-vektor i-edik elemét, valamint a kovariancia matrix i,/-edik
elemét a kdvetkezd modon kapjuk:

m,; = M,
K, = M[(é/l - m;)(é/z —m, )1

ahol M a varhat6 érték képzését jeldli.

(1.3)

Most pedig definidljuk a Gauss-folyamatot! Azt mondjuk, hogy egy valos értékkészleti &
folyamat Gauss-folyamat, ha tetszdleges [¢;,¢,,...,¢, ] mintavektora normalis vektorval-
tozo, azaz n-dimenzids egyiittes siriségfiiggvénye az (1.2) kifejezéssel adhatdo meg.

Ez a definici6 tehat azt jelenti, hogy a Gauss-folyamatnak nem csupan egy vagy két minta-
jénak kell normalis eloszldsu valosziniliségi valtozonak lenni, hanem tetszés szerinti sok
minta egyiittesen is normalis eloszlasu kell legyen.

A definiciobol tovabba egyértelmiien kovetkezik, hogy egy Gauss-folyamatot két fligg-
vénnyel egyértelmiien megadhatunk :

az egyik az m, (t) =M ¢, varhatdérték-fiiggvény,
amasik a K. (£,9):=M[(& —ME& )&, - ME&, )] kétvéltozés kovariancia-fiiggvény.

A folyamat leirasi lehetdsége a fenti két - a késdbbiekben még jobban megismert - jellem-
zdvel, kétségtelenill jelentds egyszerlisitésnek latszik, azonban a Gauss-folyamatok igazi
jelentdségét a "kozponti" szerepiik adja meg, amit a kdzponti hatareloszlas-tételek fogal-
maznak meg, illetve tamasztanak ald. Ezek szerint sok esetben fennallnak olyan egyszerii
feltételek, amelyek megalapozotta teszik egy véletlen jelenségnek Gauss-folyamattal tor-
ténd modellezését.

Stacionaritas, stacionarius folyamatok

Ebben a pontban sztochasztikus folyamatok iddbeli stabilitdsi kérdéseivel foglalkozunk.
Ugyanis sok esetben a vizsgalt folyamatok alapveto statisztikai tulajdonséagai - legalabbis a
vizsgalati idészakban - allandonak tekinthetok. Ez persze nagy szerencse, mert csak az
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1dében allandosult viselkedést mutatd, vagy mas szoval stacionarius folyamatokat tudjuk
viszonylag egyszeriien kezelni.

Jelenleg tehat vizsgélatainkat azokra a folyamatokra korladtozzuk, amelyek valamilyen ér-
telemben allandosult viselkedést mutatnak. Ha a kezdeti elemi példdnkra gondolunk,
amelyben egy szabalyos érme feldobalasarol volt sz6, egy rendkiviil stabil viselkedésii fo-
lyamattal taldlkoztunk. A hiradastechnikdban érdekes folyamatok altalaban nem ilyen
stabil viselkedésiiek. Képzeljiink el példaul egy folyamatot, amelynek realizécioit Ggy
kapnank, hogy egyetlen ember idében elkiiloniilé beszéd (ének) megnyilvanulasait egy
mikrofonnal elektromos jell¢ alakitva rogzitenénk. Konnyt elképzelni, hogy ezek a jelrész-
letek eltérd statisztikai tulajdonsagokkal rendelkeznének. Az egyes részek tulajdonsagait
alapvetden befolyasolnd az illetd személy allapota: kivel, mirdl beszél, mit mond, mit akar
elérni, stb. Ezt a folyamatot nem nagyon tudjuk stacionariusnak elképzelni. Viszont azt is
belathatjuk, hogy az emlitett "instabilitasi" okoktol bizonyos esetekben, mint példaul egy
telefonhaldzat alapvetd paramétereinek a meghatdrozéasa elsd kozelitésben célszerii elvo-
natkoztatni.

Ilyen és hasonld indokok alapjan korlatozodunk a stacionarius folyamatok vizsgalatara,
amelyeknek két csoportjat kiillonbdztetjiik meg.

Erosen stacionarius folyamatok

Az idébeni allanddsag legszigorubb, legerdsebb kritériumat tigy kapjuk meg, ha a folyama-
tot meghatarozd n-dimenzids egyiittes valdsziniiség eloszlasfliggvény allanddsagat irjuk
eld. Erosen staciondriusnak nevezzik a & folyamatot, ha n-dimenzids egyiittes el-
oszlasfliggvénye az iddeltolasra érzéketlen. Azaz:

F(t,ty,..t, ,X)= F(t, +1,t, +1,...t, +7,X), (1.4)

ami tehat azt jelenti, hogy barmilyen médon kitlizve n idépontot a folyamaton, az egyiittes
eloszlasfiiggvény valtozatlan marad, ha az Osszes iddpontot egymashoz kotdtten barmek-
kora iddvel eltoljuk.

Az erds stacionaritds igen szigori kovetelmény. Valdjdban valo €letbeli véletlen jelensé-
geken - példaul iizenetek bizonyos csoportjan - gyakorlatilag lehetetlen ellendrizni, hogy
eleget tesznek-e ennek a kovetelménynek, azaz megallapitani, hogy jo modell-e rajuk az
erdsen stacionarius sztochasztikus folyamat. Masrészt viszont bizonyos, igen érdekes és
praktikus problémak megvalaszolasahoz sziikséges kikotni a folyamat erds stacionaritasat,
mert ellenkezd esetben példdul nem ismerjiik a megoldast. A kovetkezd pontban enyhiteni
fogjuk a kotottségeket, €s egy kevésbé szigort kikotéssel bovitjiik azoknak a folyamatok-
nak a korét, amelyeket még mindig valamilyen mértékig staciondriusnak neveziink.

Gyengén stacionarius folyamatok

Szerencsére igen sok olyan feladat meriil fel a sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatban,
amelyek megolddsa nem igényli az n-dimenzids valdsziniiség eloszlasfiiggvény iddelto-
lasra vald érzéketlenségét. Nagyon sok és fontos esetben mar az is elegendd, ha a folya-
maton vett néhany (rogton meghatarozasra keriild) atlagérték idében allando.

Azonban nem minden folyamatra adjuk meg ezt a gyengébb kikotést, hanem csak azokra a
folyamatokra, amelyeknek barmely pillanatra vonatkozé négyzetes varhato értékiik véges,
azaz M & <. Az ilyen folyamatokat mdsodrendii vagy Hilbert-folyamamak is nevezik.
Ha meggondoljuk, hogy ez a megszoritds gyakorlatilag azt jelenti, hogy a folyamat
"pillanatnyi teljesitménye" nem lehet végtelen, akkor nyilvan belatjuk, hogy nem fog kor-
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latozast jelenteni hiradastechnikai problémék megolddsaban, viszont a Hilbert-folyama-
tokra bizonyithatéan minden pillanatra létezik a varhatdérték-fliggvény és a kovariancia-
fliggvény, illetve a vele rokon korrelacio-fliggvény:

L (t,8)=M&¢, . (1.5)
Ezek utan gyengén staciondriusnak nevezziik azokat a Hilbert-folyamatokat, amelyekre:
M S =M,
’ ° (1.6)

MG S,=M¢G, 5 =M¢. ¢,
valamennyi ¢ id6épontra és t idOkdzre.

Tehat a gyengén staciondrius folyamatok varhato értéke idofiiggetlen, és a korrelacio-fligg-
vénye is csak az idokoz fiiggvénye. Erre a - rendkiviil gyakran hasznalt - egyvaltozos kor-
relacio-fliggvényre kiilon jelet is bevezetiink, €s a tovabbiakban a (jelzd nélkiili) korrela-
cio-fiiggvény alatt a kovetkezot értjiik:

R(7)=M&.¢, . (1.7)

A korreléacio-fiiggvény két fontos tulajdonsaga: (7) legnagyobb értékét a nulla helyen veszi
fel, (if) paros fiiggvény. Azaz:

(1.8)

Az erés- és a gyenge stacionaritas kapcsolata

Nem nehéz a fenti definicidk alapjan elképzelni, hogy ha egy folyamat erdsen staciondrius,
akkor feltehetdleg gyengén is az lehet. Persze ezt bizonyitani is lehet, amit Hilbert-
folyamatra itt be is mutatunk.

frjuk fel részletesen az altalaban csak "roviditve" jelolt varhaté értékeket!

M¢, = j xdF, (x)ME, &, = jjxxdF§+7 Sx) (1.9)
Mivel erésen stacionarius esetben a definicié értelmében F, =F, , €s F. .=F, ., az

(1.9) kifejezésbdl kovetkezik, hogy M & =M & ,ésM &, & =M ér &, » amit bizonyitani
kellett.

Az (1.9) kifejezés ugyanakkor jol ramutat arra is, hogy altaldban semmit sem lehet mon-
dani az erds stacionaritdsra a gyenge stacionaritds megléte esetén. Hiszen abbol, hogy a
fenti integralok értékei valtozatlanok, még nem kovetkezik semmi az integralanddkra vo-
natkozoan.

Van azonban egy igen fontos kivétel. Nevezetesen, ha egy & Gauss-folyamat gyengén
staciondarius, akkor egyuttal erésen is staciondrius. Ennek a bizonyitékdt mar ismerjiik,
hiszen ha felidézziik azt a korabbi allitast, hogy egy Gauss-folyamatot egyértelmiien meg-
hatéroz (tehat megadja az n-dimenzids egyiittes eloszlasat) a varhatoérték-fliggvénye és a
kovariancia-fiiggvénye, akkor konnyen belathatjuk, hogy ezeknek a fiiggvényeknek az
idobeli allandosagabol kovetkezik az eloszlasfiiggvény allanddsaga is. Marpedig ezek a
fliggvények mar gyengén staciondrius esetben is idéfiiggetlenek. (A pontossag kedvéeért
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megjegyezziik, hogy annak belatasat mindenkire rabizzuk, miszerint a korrelacio-fiiggvény
idofliggetlensége esetén a kovariancia-fiiggvény is idofiiggetlen.)

Sztochasztikus folyamatok folytonossaga

Bér a valo életbeli jelenségek tobbnyire természetiiknél fogva folytonosak, jol kezelhetd
matematikai modellekben szakadasok konnyen el6fordulhatnak. A késobbi vizsgalataink-
ban fontos eredményeket csak abban az esetben fogunk tudni garantalni (legaldbb) gyen-
gén stacionarius folyamatokra, ha azok bizonyos mértékben - négyzetes kézépben - foly-
tonos viselkedést mutatnak.

Egy Hilbert-folyamatot akkor neveziink négyzetes kézépben folytonosnak, ha két, egymas-
tol T id6kozre 1év6é mintai kiillonbségének négyzetes varhatd értéke egy pozitiv € kiiszob
alatt marad, amennyiben a két idopont egy pozitiv & idékdznél kozelebb van egymashoz:

M., - &) <ehalr| <o, (1.10)

ahol t és 6> 0.

Mi biztosithatja egy folyamat négyzetes kdzépben értelmezett folytonossagat? Gyengén
stacionarius folyamatokra egyszeri ilyen feltételt adni. Nevezetesen a gyengén
stacionarius & folyamat négyzetes kozepben folytonos, ha az R, (r) korrelacio-fliiggvény a

=0 helyen folytonos.

SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK LINEARIS TRANSZFORMACIOI

A hiradéstechnikarol eddig tanultak alapjan tudjuk, hogy frekvenciaszelektiv aramkoroket,
mas néven szlrdket széles korben hasznalunk a jelek tovabbitasa, erdsitése, feldolgozasa
soran. Igy elég természetesen vetédik fel az a kérdés, hogy mi torténik az iizeneteket
illetve a zavarokat modellezd sztochasztikus folyamatokkal, ha azok sziir6kon jutnak at,
illetve - a szlir6k jol ismert modelljének megfelelden - linedris invarians transzformaciot
szenvednek.

Mivel a sztochasztikus folyamatokat n-dimenzids egyiittes eloszlasuk ismeretében tekintet-
tilkk adottnak, ezért a linedris transzformacié hatdsanak legkézenfekvobb jellemzését ugy

crer

azonban messze nem trivialis feladat. Tekintsiik at roviden, hogy mi is ezzel a gond!

A linearis invarians transzformécid leirasat az idOtartomanyban a jol ismert
konvolucidintegral adja:

y=[hyx, 4d$. (1.11)

Amennyiben nem determinisztikus jelek, hanem sztochasztikus folyamatok transzforma-
cija a feladat, akkor elég trividlisan adodik az az értelmezés, hogy az (1.11) szerinti
fliggvénytranszformaciot a folyamat realizacioin kell végrehajtani, azaz:

n(@)= [y, y(a)d3. (1.12)

Tehat a & folyamat valamely a elemi eseményhez tartozo realizacidja a transzformécio
hat4sara 7,(a) realizaciova valik.
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A linearis transzforméacid tehat egy sulyozott késleltetett "0sszegzést" végez. Az idézdjelet
el is hagyhatjuk, amennyiben idében diszkrét pillanatokban értelmezett a folyamat, ami jo
Osszhangban van az n-dimenzids egylittes valdszinliségeloszlassal torténd leirassal. (Ezen a
moédon ugyanis n-dimenzids valdszinliségi vektorvaltozokat adunk meg.) Viszont mivel a
sztochasztikus folyamatot gy értelmeztiik, hogy az a valoszintiségi valtozok rendezett se-
rege, ezért a linedris transzformacid utan minden pillanatban valdszinliségi valtozok
Osszege jelenik meg. Valoszinliségi valtozok Osszegének valoszinliségeloszlasarol pedig
annyit legalabb tudunk, hogy amennyiben a komponensek fiiggetlenek, akkor az 6sszegiik
eloszlasa a komponensek eloszlasainak konvolucioja lesz.

Masrészt azt is tudjuk, hogy elég sok fliggetlen folyamat 0sszege stacionarius Gauss-fo-
lyamatnak tekinthetd, ha a komponensek egymadssal 6sszemérhetdk, azaz nincs kozottiik
dominans. (Ha valaki szereti a meggy6z6 szemléltetést - nem bizonyitast - akkor érdemes
Osszeadnia legalabb harom azonos, egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozot.)

Ezek alapjan kijelenthetjiik, hogy a linedris transzformacié hatdsaként a folyamatok Gauss-
folyamathoz tartanak, illetve egy Gauss-folyamat linearis transzformaltja is Gauss-fo-
lyamat. Ugyanakkor még nem tudjuk megallapitani egy transzforméciorol, hogy a folya-
matra gyakorolt hatdsai elfogadhatok-e a felhasznalas szempontjabol. Viszont emlékezhe-
tiink arra, hogy determinisztikus jelek esetén a szemléletes megoldast a Fourier transz-
formacio segitette. A lineéris transzformdcio hatasat a frekvenciatartomanyban tudtuk jol
kezelni. Mit lehetne most tenni?

Az egyik modszer mar ismert, nevezetesen a folyamatok spektralis stirliségének a meghata-
rozésa, illetve annak lineéris transzformacidja. Ezt foglaljuk 6ssze egy rovid, de fontos
"kitéré" utan.

Sztochasztikus folyamatok idéatlaga

Egy linearis transzformdcio is valamiféle atlagolast végez, bar igaz, hogy altaldban messze
nem azonos sullyal veszi az egyes Osszetevoket. Jellemzden a mult egyre csokkend sulyu
beszamitasa torténik az atlagba. Ugyanakkor gyakran érdekelnek benniinket a folyamat
azonos sullyal vett iddatlagai is. Hogyan értelmezhetjiik ezeket?

Nyilvan minden tovabbi nélkiil vehetjiik a folyamat egyes realizacioit és képezhetjiik pél-
daul az alabbi atlagokat:

L[ @yt vagy L [& (a)dt . (1.13)

(7) (7)

(Ha fesziiltségfolyamatra gondolunk, akkor az elsé az "egyenarama" kozépértéket, a ma-
sodik pedig az atlagteljesitménnyel ardnyos mennyiséget adja, ahol az aranyossagi tényezo
az ellenallas reciproka, amelyen a fesziiltséget mértiik.)

Amennyiben a folyamat példaul a teljes id6tartomanyban értelmezett, akkor nyilvan érde-
kesek az (1.13)-ban szereplé mennyiségek hatarértékei, azaz amikor 7 tart co-hez. Azonban
amig azt természetesnek vehetjiik, hogy a t id6tartamra vett atlagok realaizacionként, vagy
az id6tartam helyétdl fliggden kiilonbozbdek, addig sajnos arra sincs semmi biztositék, hogy
az emlitett hatarértékek minden realizacidra azonosak lesznek. Mi is lesz tehat a folyamat
id6atlaga?

Kétféle i1ddatlagot is definialhatunk. Az egyik négyzetes kozépben, a masik pedig
1 valoszinliséggel 1étezik. Ezek szerint, ha létezik A&, amelyre
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@M{Ag—%j;(a)dz] =0, (1.14)

(7)

akkor A&-t a folyamat négyzetes kozépben vett idéatlaganak nevezziik. Masrészt pedig, ha
1étezik A&, amelyre

P[a|xgzlin;¢ j §t(a)dt] =1, (1.15)

(7)

akkor A&-t a folyamat 1 valészintiségli idéatlaganak nevezziik.

Az idoatlag és a varhato érték (sokasagatlag) viszonya

Miszaki, vagy (benniinket most kozelebbrdl érdeklden) hiradastechnikai szempontbodl
kiilonosen jelentds, ha a vizsgalt folyamatoknak 1étezik id6atlaguk, és az jol meghatarozott
viszonyban van a folyamat mintdit jelentd valoszintiségi valtozok atlagaval, amit - mint jol
tudjuk - varhato6 értéknek hivunk.

Ergodikusnak nevezziik a & folyamatot, ha tetszéleges n=g(§) fliggvényre megegyezik az
id6atlag és a varhato érték.

A folyamat ergodicitasa leginkdbb azért kedvezd, mert ebben az esetben (szinte) barmely
realizaci6 hordozza a folyamat statisztikai tulajdonségait.

Persze az is érdekes kérdés, hogy milyen feltételek mellet varhatjuk egy folyamatrdl, hogy
ergodikus. Roviden azt mondhatjuk, hogy az "elhalo" korrelacio-fiiggvényti folyamatok
ergodikusak. A gyakorlati esetekben a korrelacio-fliggvénynek ez az elhalo tulajdonsaga
elég természetesen bejon. Ez ugyanis azt jelenti, hogy a folyamat belsé kapcsolatai az id6
mulasaval jelentéktelen mértékiire csokkennek.

A spektralis siirtiség és spektralis eloszlas

Térjlink vissza {6 célkitlizésiinkhdz, azaz a sztochasztikus folyamatok linearis transzfor-

crer

folytatjuk.

Ha egy &€ gyengén stacionarius folyamat korrelacio-fiiggvénye abszolut integralhato, akkor
1étezik az aldbbi integraltranszformécid, ami a folyamat spektralis stirliségét definidlja:

s, (a))::i j R.(z)e”dr . (1.16)

Mielétt felidézziik, hogy miként is jellemzi s.(@) a folyamatot, vizsgaljuk meg, hogy mi-

ként hat a folyamatnak erre a frekvencia-tartomanybeli jellemzdjére a lineéris invaridns
transzformacio!

Az n transzformalt folyamat spektralis stirliségét a kovetkez6 mddon kapjuk:
Sr] (a)): F{u {Rq (T) FFQ) {Mnr 770 }'

Behelyettesitve n-nak a konvolucidintegrallal kifejezhetd értékeit, az alabbi eredményre
jutunk:
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o0

1 i R —jot
5, (@)= [M| [noe ,d8 (&, ,d9, /" dr=
e Lo e (1.17)

:i [[ [ s, R(2= 8, + %)e 7" d9d 8, d

0

Ahol kihasznéltuk azt az ismeretiinket, hogy a & folyamat két kiilonbozd pillanatban vett
értékei szorzatdnak a varhato értéke nem mas, mint a korrelacié-fiiggvény a két idépont
kiilonbségénél.

Ha elvégziink egy y = 7— 9, + 9, helyettesitést, akkor kapjuk:
1 % . % . % )
$,(0)=— [R (e dy [hye ™" d8, [h,e**ds, , (1.18)

ahol konnytli észrevenni, hogy az els6 integral nem mas, mint & spektralis stirisége, a ma-
sodik és harmadik pedig a / sulyfiiggvényli lineéris transzformacié atviteli fiiggvénye
(jelolje) H, és annak konjugaltja. Tehat az eredmény:

2

s,(@)=s5.(w)|H,

(1.19)

Most pedig nézziik, hogy mit is ad eredménytiil az (1.16)-al definialt spektralis stirtiség!
Vegyiink egy idedlis savateresztd szlir6t Q savkozép-frekvencidval és b savszélességgel,
azaz legyen most a H  atviteli fliggvény az 1.2. abra szerinti!

A szird kimenetén megjelend m folyamat négyzetes varhaté értéke barmely, pl. a 0
id6pillanatban: M 7, = R, (0).

A korrelacio-fiiggvény viszont nem mads, mint a spektralis sliris€g inverz Fourier
transzformaltja, tehat:

R,(r)= Ts,, (@)’ dew = Ts (|H, [ do.,

aminek a t=0-nal vett értéke a kovetkezo: H, b
1
o0 0 2
R,(0)= Is,](w)dwz Isf(a))|Hw| do . HQ i D .

1.2. 4bra Idealis savat-

Ha tekintet ik, h a szurd jelenl Sonyi atviteld .
ekintetbe vessziik, hogy a szilird jelenleg egységnyi atviteli eresztd sziird

a b savban és 0 egyébként, valamint ha b-t egyre kisebbre
valasztjuk (tartunk egy "tliszlir6h6z"), akkor egyre jobb lesz az alabbi kozelités:
Q+b/2
Mp2 =R (0)=2 jsg(w)-l-dw; 2bs. (),
Q-b/2
azaz a fiiggvénynek a savkozépen vett értéke szorozva a savszélességgel. (Ne felejtsiik el a
2-es szorzoét, ami a "kétoldalas" spektrumabrazolas kovetkezménye!)

Ezek szerint, ha tigy kapjuk meg a & jelnek valamely Q frekvencia b savszélességnyi kor-
nyezetébe juto "atlagteljesitményét”, hogy az s.(w)-nak az Q helyen felvett értekeét szo-

rozzuk b-vel, akkor nyilvan az s.(®) nem mas, mint az egységnyi frekvenciasavba juto
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teljesitmény, vagy mas néven teljesitménysiiriség. (Valdjaban a rovid spektralis stiriiség
elnevezésen kiviil hasznalatos a teljesitménysiiriiség spektrum is.)

A spektralis slrliség, tehat leirja, hogy a frekvencia fliggvényében hol és milyen értéki
(teljesitményti) Osszetevoi vannak a jelnek, azonban még viszonylag egyszerti és hasznos
jelek esetén is gondot okozhat a spektralis siirlis€ég meghatarozéasa. Példaul a véletlen fazisu
koszinuszjel esetén, azaz:

& =cos(Q + @),

ahol Q konstans, és ¢ pedig egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozo [0, 2m)-ben. Ennek
a folyamatnak ugyanis véges "teljesitményii" Osszetevdéi vannak a +£Q frekvencian, azaz
ezeken az értékeken végtelen a spektralis strtisége, egyébként pedig 0. Természetesen ki-
terjeszthetjiik a spektralis stirliség fogalmat az ilyen esetekre is (hasonléan minden mas sii-
riség fogalomhoz), az altalanositott fiiggvények, nevezetesen a Dirac-fiiggvények beveze-
tésével. Valojaban mas utat is valaszthatunk, analdég modon a valoszinliségsiiriiség és valo-
szinliség eloszlas fiiggvényekhez.

Definidlhatunk egy spektralis eloszlast az alabbi mddon:
Sg(m)—Sg(O)::Isg(u)du (1.20)
0
¢s értelemszertien S.(-0)=0.

Amennyiben a folyamat korrelacio-fiiggvénye abszolut integralhato, akkor az elébb defi-
nialt spektralis eloszlas és a korrelacio-fiiggvénye kozott az alabbi dsszefliggés all fenn:

S (@)~ S,(0) = j( jR(r)e ’”’drjdu=— jR(r)J' I Qudr =

100
at=— d’t. 1.21
e I .21

—jut

Sy (@) - S(O)——J-R(t){

Az igy definialt spektralis eloszlas tehat egyszeriien leirja a diszkrét frekvencidkon véges
komponensekkel rendelkezé jelek (ilyenek a periodikus jelek) teljesitményének a frek-
vencia szerinti eloszlasat. A nevezett frekvenciakon az S.(w) fuggvénynek az ugrasa meg-

egyezik az adott komponens négyzetes varhato érté¢kével.

Sztochasztikus folyamatok spektralis folyamata

A linedris invarians transzformécionak a sztochasztikus folyamatokra gyakorolt hatdsat a
spektralis strtiség segitségével tobbé-kevésbé jol nyomon tudjuk kovetni a frekvenciatar-
tomanyban. Azért fogalmaztunk igy, és azért allitjuk, hogy fennmaradhat némi hidnyérze-
tiink, mert a spektralis slirliség egy négyzetes dtlagmennyiség, és annak linearis transzfor-
maltjabol természetesen a transzformalt folyamatnak csak ugyanilyen éatlagolt jellemzdjére,
mint a korrelacio-fliggvény kapunk felvilagositast az "idétartomanyban". (Mint jol tudjuk,
a korrelacio-fliggvény nem a valodi idében torténd jellemzést adja meg, hanem a folyamat
barmely két mintdja kozotti idOkiilonbség fliggvényében jellemez.)

Egy érdekes kérdés, hogy praktikusan sziikségiink van-e a spektralis stirliséggel torténd
leirason kiviil barmi masra, azonban talan még ennél is érdekesebb, hogy tudunk-e a

10
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spektralis stiriségnél barmilyen "részletesebb" jellemzését adni a sztochasztikus folyama-
toknak a frekvenciatartomanyban. Ez utébbira adunk valaszt ebben a pontban.

A rovid vdlasz az, hogy lehet a sztochasztikus folyamatokat a spektralis stirliségnél részle-
tesebben jellemezni a frekvenciatartomanyban, de még véletleniil se varjuk azt, hogy mi-
ként a determinisztikus jeleket jellemezhetjiik, valamiféle olyan Fourier transzformalttal,
amibdl egy inverz transzformacioval visszaallithatjuk az id6fliggvényt.

Ha ilyen vagyunk lenne, akkor annak az ellentmonddsain elgondolkozva maris rajohetiink
a tényleges lehetoségekre. Az alapvetd ellentmondés az volna, hogy amennyiben a folya-
mat a valodi idében jatszodik, és igy valamennyi lehetséges realizacidjanak mindig csak a
multja ismert, akkor természetesen nem készithetiink olyan transzformaltat, amibdl azutan
visszafelé transzformadlva a teljes id6tartomanyra megkapnank az eredményt, megismerve
igy a még be sem kovetkezett jovot is. Milyen leirdsra, jellemzore vagyhatunk egyaltalan?

Kezdjiink ugy kozeliteni a valaszhoz, hogy eldszor olyan folyamatokat tekintiink, ame-
lyeknek a realizacioi véges idotartamtiak és véges sok van beldliik. Ha ezen til még mind-
egyik realizdcionak meghatarozhaté a Fourier transzformaltja, akkor realizaciénként elké-
szithetnénk a "folyamat" Fourier transzformaltjat; értve ezalatt azt, hogy egy-egy elemi
eseményhez hozzéatartozna egy-egy iddfiiggvény, illetve egy-egy spektrum is. Tehat a
fiiggvényértékli valdszinliségi valtozokhoz hozzatartoznanak a frekvenciatartomanybeli
megfelelok, és ezeket egylittesen nevezhetnénk a sztochasztikus folyamat spektralis folya-
matanak. Azon tal persze, hogy ezzel nem 1ép fel az el6bb emlitett "jovébelatasi” gond, hi-
szen egy-egy sorsolds ugyis megadja a teljes idofiiggvényt, jelentdsen korldtozné a folya-
matoknak a korét, €s nem hozna azt a hasznot, amit a spektralis folyamattdl elvarnank.

Mire is vagynank valdjaban egy spektralis folyamattal kapcsolatban? Nyilvan tudni szeret-
nénk, hogy mi a létezésének a feltétele, és szeretnénk, ha lehetséges lenne altala a jelnek
valamiféle spektralis eldallitasa, valamint feltétleniil sziikséges lenne a linearis invarians

crer

stirliségnél  pontosabb  frekvenciatartomanybeli leirdsat kapjuk a sztochasztikus
folyamatoknak, és igy pontosabb képet kapjunk a linearis transzformacionak a folyama-
tokra gyakorolt hatasarol.

A megeldz6 bekezdés gondolatait iiltessiik at a gyakorlatba ugy, hogy a & folyamatot (azaz
annak valamennyi realizaciojat) szorozzuk meg a rect(i) fliggvénnyel, ami "kiemeli" be-

16le a (-d,d) részt. Tegyiik fel, hogy ezek a részek legalabb szakaszonként folytonosak, és
igy minden realizaciora értelmezhetd az alabbi integral:

d
a, (o) = L j Eedr . (1.22)
2z 7,
Amennyiben a &-nek a rect(ﬁ) -vel kiemelt részét é-al jeloljiik, akkor az inverz Fourier
transzformacio az alabbi eredményt adja:

&= T% (w)e" dw . (1.23)

Ha ezen az uton, a d kiterjesztésével, egy a d-tdl fliggetlen eredményre jutnank, akkor a
moédszer hasznalhato lenne. Sajnos konnyt belatni, hogy gyengén stacionarius folyamatok
esetén, amint d tart oo -hez, mar az (1.22) integral sem szdmithato ki, mert a realizaciok az
origo6tdl tdvolodva nem halnak el, ami pedig szlikséges a Fourier transzformalt 1étezéséhez.

11
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Mivel nem tudjuk elérni, hogy tetszdleges @ frekvencian egy spektralis leirast kapjunk,
kiséreljiik meg valamely (®,,®,) savban vett integral meghatirozasat! (fgy a siiriségi
jellemzés helyett valamilyen eloszlés jellegii leirast kaphatunk.)

Persze az (w,,®,) tartomanyon vett integral helyett vizsgalhatjuk a
Bi(@) = [ e, (u)du (1.24)
0
integralt is:

(@)= j o, (u)du —jzlﬁ :dféte"“’dtdu—i | j & e dudt =
- 0 (1.25)

. 1o
:_Jé[e—ﬂt t:g_'[lé:[ jt dt

Masrészt az (1.23)-bol, valamint az (1.24)-bdl, amely szerint o, (o) =dp, (®) /dc), kap-
juk:

jax ,Bd( ) 4

j a,(w)e’™ dw = j = Tef"” dB, (w). (1.26)

Most mar csak az a kérdés, hogy konvergal-e valamihez a B, (o) valdszinliségi valtozo, ha

d tart oo -hez. Bizonyara nem meglepd, hogy a valasz pozitiv, tehat nem hiaba toltottiik az
id6nket. Sok esetben Iétezik a négyzetes kozép ertelemben vett B, () "hatarértek", mint
valoszinliségi valtozo, eleget téve az alabbi 0sszefliggésnek:

2

—jot

limM],L jgt i - B(») =0,had >, (1.27)
J

Vagy rovidebben, tetszdleges , gyengén staciondrius és négyzetes kozépben folytonos &
folyamat esetén 1étezik az alabbi spektrdlis folyamat:

—]wt

(@) = j &— (1.28)
¢s a kovetkezd u.n. spektralis eldallitas:
&= [ dp. (o). (1.29)

Néhany megjegyzés:

Nagyon fontos arra figyelni, hogy a nevezett hatarérték négyzetes kozépben létezik. Tehat
nem szabad gy elképzelni a spektralis eldallitast, hogy most realizacionként rekonstrual-
hatjuk a folyamatot ennek segitségével.

Nem nagyon jelentds, de tigyelni kell arra, hogy a folyamat spektralis eldallitasanal egy
Stieltjes-integral szerepel, tehat a spektralis folyamat novekményei "stlyozzak" az expo-
nencialis komponenseket az integralban.

12
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Végiil, de nem utolso sorban, rogziteniink kell B, (w) ertékét valamilyen frekvencian, l¢-

vén az egy hatarozott integral eredménye, €s igy egy konstans erejéig meghatarozatlan. Az
egyik értelmes lehetdség az volna, ha a spektrélis eloszlashoz hasonléan a minusz végtelen
frekvencian felvett értéket rogzitenénk nullara. Altaldban, és igy mi sem ezt tessziik, ami-
nek az lehet egy kézenfekvd magyardzata, hogy B, (o) komplex mennyiség 1évén, a ndve-

kedése nem olyan "egyértelm1", mint egy skalar mennyiségé (pl. a spektralis eloszlasé),
ezért nem bir szemléletes jelentéssel a "kezddértékének" a helye. Tehat a szokdsnak
megfeleléen mi is a S, (0) = 0 ertéket rogzitjik le.

A spektralis felbontas linearis invarians transzformacioja

Ezek utan nézziik, hogy hogyan jellemezhetjiik a lineéris transzformacio hatasat a
spektralis felbontas felhasznalasaval.

crer

a konvoluciodintegral irja le az idétartomanyban:
77t= J‘ hlgft_lg dlg *

Mivel az (1.29) szerint gyengén stacionarius folyamat spektralisan eldallithato, helyettesit-
siik azt be az el6z0 Osszefiiggésbe:

Bebizonyithato, hogy ha & gyengén stacionarius és A, abszolut integralhato, akkor az in-
tegralok sorrendje felcserélhetd:

7= j ej‘”’[ j hge-f%hsz}mf (w) .
A zargjelben 1év0 integralban a Ay sulyfiiggvény Fourier transzformaltjara, azaz H -ra is-
merhetiink, és igy kapjuk:

o0

n=[e/" H,dp.(0), (1.30)

—00

azaz a transzformalt folyamat spektralis eldallitasat ugy kapjuk meg az eredeti folyamat
spektralis folyamatabdl, hogy annak ndvekményeit szorozzuk a H , atviteli fliggvénnyel.

crer

irasa nyilvan tobb, mint amit a spektralis stiriiséggel az (1.19) Osszefiiggés megad. Itt
ugyanis a komplex atviteli fliggvény kozvetleniil hat a spektralis 6sszetevokre, szemben a
spektralis stiriség esetén, ahol csak az atviteli fiiggvény abszolut értékének négyzete, ami
nyilvan eltiinteti a fziskarakterisztika hatésait.

A spektralis folyamat meghatarozasa egy specialis linearis transzformacioval

A spektralis folyamat, illetve a spektralis felbontds elénye vitathatatlan a sztochasztikus

crer

nyagolhat6 kérdés az, hogy mennyire tudunk fogalmilag kozel férkézni a spektralis folya-

13
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mathoz. Meg tudjuk-e adni valamely sztochasztikus folyamat spektralis folyamatat? Az
alabbiakban egy érdekes modszert mutatunk be a fenti kérdések megvalaszolasahoz.

Vilasszuk az 1.3. 4bra szerinti linearis
transzformaciot! Vegyiik észre, hogy @1
o, #—m, esetén egy valds & bemeneti &, —]

I
|
®

folyamatbol egy komplex x4 kimeneti 0 @
folyamat lesz! Abban az esetben, ha &

gyengén stacionarius €s négyzetes  1.3. 4bra Linedris transzformacio a spektralis
kozépben folytonos, akkor Iétezik a folyamat meghatarozasara
spektralis eldallitasa, illetve egyszeriien

meghatarozhat6 u spektralis eldallitasa is:

o0

E= J' e-/wfdﬂ§ (), 1lletve p,= J.e'/wtﬁ 0P (@).

—00

Nézziik meg a g, transzfomalt értékét = 0-ban a H paramétereinek a behelyettesitésével:
uy=[dB. (@) = B, (,) - B ()

Legyen a "sz(ird" also hatarfrekvencidja @, =0! Ekkor x4, =p.(®,)-pB.(0) Ilesz.
Visszaemlékezvén arra, hogy a spektralis folyamat értékét nulla frekvencian nullara
rogzitettiik, azt kapjuk, hogy:

Hy = ﬂg (@,).

Teljesen hasonloan, ha @, =0, akkor u, = .(0)—B.(@,) lesz, és igy u, =—p.(w,) -et
kapunk a "sziir6" kimenetén a t = 0 pillanatban.

Tehat az a linearis transzformacio, amely a (0,0] intervallumban torzitatlanul atengedi az
Osszetevoket ¢és egyébként zar, a bemenetére vezetett § folyamatbdl a B, (w)-t (vagy
negativ frekvenciakra a -, (w)-t) allitja el6 a t=0 pillanatban.

A spektralis folyamat linearis transzformacioja
Mivel a spektralis folyamat teljes egészében leirja a sztochasztikus folyamatot, érdekes
lehet a linearis transzformacié hatdsanak vizsgélatanal az is, hogy mi torténik a B, (o)
spektralis folyamattal a H, atviteli fliggvényl linearis
transzformacid hatésara.

4

St Hy Hy —#,

Az el6z0 pontban kovetett modszer alkalmazéaséaval
viszonylag konnyen eredményre juthatunk. Vizsgaljuk
meg a H, kimenetén megjelend n folyamatot az el6z8 1.4, dbra A spektrélis folya-
pontban bevezetett H -al (1.4. abra)! Az m folyamat mat linedris transzformécioja

spektralis eldallitasa a kovetkezo:

n,:Tej””dﬂ,] ()= Tef”f H,df. (o).

fgy a u,, példaul pozitiv frekvenciakra:
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[0 w

u=[e"dp, u) = [ H,dp; ()

0 0

Ha a ¢ = 0 id6pontot nézziik, akkor:
u,=[dp, )= [H,dB, ()
0 0

Az elsd integral B, (w)-t adja, hiszen S, (0)=0, és igy a keresett Osszefliggés az alabbi
lesz:

B, (@)= [ H,dp; (). (1.31)

GAUSSZI MODELLEK

Az lzenetek és a zavarok modellezésére eldszeretettel vélasztunk modellként Gauss-
folyamatokat. Mi ennek az oka, és mi az alapja? Alapként a kdzponti hatareloszlas
tételeket emlithetjiik. Ugyanis amennyiben a véletlen jelenség sok kicsi €s azonos "stlyu"
Osszetevd eredményeként jon létre, akkor megalapozott a Gauss-folyamattal torténd
modellezése. A gausszi modellek vélasztasanak az okét pedig abban taldlhatjuk meg, hogy
egyrészt a problémak jelentds részének a megoldasanal 1ényeges egyszeriisitést jelent, ha
Gauss-folyamatot valasztunk a vizsgalat soran (s6t bizonyos esetekben egyébként nem is
sikerlil megoldasra jutni), masrészt pedig sok hirkozlési feladatban az optimalis eredményt
éppen Gaussz-folyamatok esetén kapjuk.

Elészor az elektronikus hirkdzlésben az egyik legaltalanosabban jelentkezd zavarra
ismertetjiik a gaussi modell jellemzdit, majd pedig hasznos lizenetek egyik jellegzetes
csoportjardl latjuk be, hogy indokolt a Gauss-folyamattal torténé modellezésiik.

A termikus zaj

A Hiradastechnika cimli tantdrgyban mar elég részletesen foglalkoztunk a szabad
elektronoknak a "hOmozgésabol" szarmazod elektromos jelnek, vagy roviden termikus
zajnak a jellemzoivel. Megallapitottuk, hogy a nagyszamu elektron egyiittes hdmozgasa
altal képviselt aram, illetve példaul az ellenallds (amelyben az elektronok vannak) sarkain
keletkez6 fesziiltség egy nulla varhato értékii Gauss-folyamattal modellezhetd. Az el6z6
pontokban pedig mar atismételtiik, hogy egy nulla varhaté értékii Gauss-folyamatot
egyértelmiien leir a spektralis striségfiiggvénye. (Hiszen annak inverz Fourier
transzformaltja a korrelacid-fliggvény, ami viszont megadja az egyiittes eloszlasban
szerepld kovariancia matrix elemeit.)

Ezek szerint a termikus zaj matematikai modelljének kimeritd jellemzéséhez elég megadni
a spektralis siiriséget, amely egy R értékii ellenéllas nyitott kapcsain (1.5.a dbra) az alabbi
lesz:

lhaR|
e (e\hm/znkr\ . 1) >

se(@) = (1.32)

ahol 4 a Planck-féle 4llandd, amelynek értéke 6,6-107* Ws/Hz, k a Boltzmann allando,
amelynek értékét példaul 7, =290° K esetén szorzatként szoktdk megadni, és igy
kT, =4-10"" W/Hz.
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Konnyl ellendrizni, hogy az (1.32)-vel adott spektralis sliriségfiiggvény alatti teriilet
véges négyzetes varhato értéket eredményez. Ugyanakkor az is észrevehetd, hogy ez a
stiriségfiiggvény igen nagy frekvencidig konstans, amennyiben az ellenallas homérséklete
nem nagyon alacsony. Eppen ezért elterjedten hasznalt az (1.32)-nek az aldbbi kézelitése:

s:(@) = 5,(0) =2’;—Tf, (1.33)

Ez az ugynevezett Nyquist-formula 10%-nal kisebb
hibaji, ha a frekvencia kisebb, mint 30 GHz ¢s a

hémérséklet nagyobb, mint 10° K. R R I:E R
Az (1.33)-al adott spektralis stirliség a 7" hémérsékleten
a) b)

1évé R ellendllas nyitott kapcsain 1évd fesziiltség-
folyamat spektralis stirliségét adja meg, azaz a folyamat
négyzetes varhato értékének 1 ra/s savba eso értékét
hatdrozza meg. Ugyanakkor a zajos ellenallasbol
illesztett lezaras esetén (1.5.b abra) a B[Hz]
frekvenciasdvban kivehetd zajteljesitményt az alabbi médon szamithatjuk ki:

2
27-2-5.(0

1.5. dbra Zajos ellenallas a)
nyitott, b) illesztve lezart
kapcsokkal

ill 2

ami természetesen jO Osszhangban van a Hiradastechnika tdrgyban mar megismert
Osszefliggéssel.

Az 1.5.b abra egy olyan modellt mutat, amelyben a 7" hodmérsékletli zajos R ellenallast egy
zajmentes R ellenallas zar le illesztetten, és veszi ki beldle a fenti Osszefliggéssel leirt
zajteljesitményt. Nyilvan a valdsaghoz sokkal kozelebb all az a modell, amelyben a lezard
ellendllds is zajos, ¢és igy a hdomérsékletének megfeleléen hozzédjarul ahhoz a
zajteljesitményhez, amit az eldbb kiszamoltunk. Példaul megegyezé hémérsékletek esetén
a teljesitmény megduplazodik.

Frekvencia szerint nyalabolt (FDM) jel

Hasznos iizenetek Gauss-folyamattal torténd modellezése is lehetséges a tavkozlés elég
jelentds eseteiben. A tavkozld (telefon) halézatok nagytavolsagu (varosok kozotti)
Osszekottetésein altalanosan multiplexelt (nyaldbolt) atvitel torténik. Ez azt jelenti, hogy
egy-egy fizikai hirk6zl csatornat nem egy-egy beszélgetés tovabbitdsdra hasznélnak,
hanem a beszélgetések nagyobb csoportjat, akar tobb szaz beszédjelet 0sszenyalabolva
egyiitt tovabbitanak egy arra alkalmas csatornan.

A nyalabolas egyik ismert modja a frekvencia szerinti nyalabolas (Frequency Division
Multiplexing), amikor példaul az azonos frekvenciasavu analdg jelekbdl ugy alkitjuk ki a
nyalabolt jelet, hogy az egyes Osszetevoket frekvencidban at- és egymas mellé helyezziik.
Amennyiben az egyes Osszetevok hasonloak, nincs kozottiik "kirivo", és sokan vesznek
részt az Osszegzésben, akkor az eredd - egy kozponti hatareloszlas tételre hivatkozva - jol
modellezhetd egy Gauss-folyamattal.
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Intermodulacio vizsgalata gaussi mérozajjal

A fenti modell példaul Ilehetdséget teremt az FDM jelet tovabbitd csatornak
nemlinedritdsdnak egy nagyon jo mérési modszerére is, amit az alabbiakban roviden
ismertetiink. (Ezzel valojdban enyhiteni szeretnénk azt a hidnyt,
ami a nemlinearitdsok vizsgalatdval kapcsolatosan ebben a
targyban jelentkezik. Sajnos a nemlinearitdsok kezelésének elég Si— C ="y
nehéz problémadja terjedelmi okokbdl nem vélhat a targy részévé.)

1.6. abra Nemlinearis

A vizsgalt csatorna legyen "enyhe" nemlinearitast, ekkor a
csatorna

bemenete €és a kimenete kozotti dsszefliggést egy polinommal jol
lehet modellezni. SOt az egyszertiség kedvéért legyen a C csatorna (1.6. édbra) hatasa az
alabbi mddon leirhato:

M =68, +C2§t2’ (1.34)
azaz a nemlinearitast csak egy masodfoku tag képviselje.

A &vizsgélojel legyen stacionarius Gauss-folyamat, és spektralis stirlisége legyen felvaltva

S, (@ S (@
- () (@)

) ’_‘ ’_‘ )
(0] - - (O]

-B 0 B -B 0 92,0244 B
a) b)

1.7. &bra Vizsgalojelek az intermodulacié mérésére

az 1.7.a,b abrakon adott !

Az intermodulacids zavar alatt azt a jelenséget értjiik, amikor egy csatorna nemlinearitdsa
miatt akkor is van kimendjele a csatornanak, ha nem adunk ra bemendjelet, de a
frekvencidban kornyezd jelek a nemlinearitds miatt a vizsgdlt csatorna savjdba esd
termékeket hoznak létre.

fgy az 1.7.a abra szerinti spektralis stirliségii jelet adva a bemenetre, a kivant (hasznos)
jelet valamint a zavard jelet egyiitt kapjuk. Amikor viszont a b abra szerinti spektralis
stirliségli jelet adjuk a bemenetre, akkor a kimeneten az (Q,,Q. +d) savban csak az

intermodulacios termékeket kapjuk, hiszen ebben a savban a bemendjelnek nincsenek
spektralis komponensei. (Ez a sav képviselje a nyalabolt jelben az i-edik dsszetevot!)

Az intermodulacids zavart jellemezhetjik egy zaj-jel-viszonnyal, amelynek a
szamlalojaban a b) esetben mérhetd P, intermodulacids zajteljesitmény van, a
nevezdjében pedig az a) esetben merhetd P, + B, jel- €s zajteljesitmény Osszege. Az
alabbiakban meghatdrozzuk, hogy mi az Osszefliggés a csatorna nemlinearitdsa és a
mérhetd intemoduléacids zaj-jel-viszony kozott.

Az (1.34) kifejezéssel adott csatornamodell esetén a ¢, &, a hasznos jel a kimeneten, mig a
c,&’ a zavar. Igy kézenfekvd, hogy az intermodulacids zaj kiszamitasandl csak ez
utdbbival szamolunk, és bevezetjiik az alabbi valtozot:

Vi = g(é):: Czé:tz _CZMé:()za

ami nyilvéan a varhato értékétdl "megfosztott" zavardé komponens.
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A v folyamatrdl ki lehet mutatni, hogy gyengén staciondrius, mivel varhato értéke
azonosan nulla, korrelacio-fiiggvényét pedig egy stacionarius Gauss-folyamat eloszlasabol
a kovetkez6 modon szdmithatjuk:

R, (1) =Mv,v, = [[2(0)g(®)f; ., (x, % )dxd . (1.35)

A nemlinedris transzformacié bemeneti & folyamata egy nulla varhato értékii stacionarius
Gauss-folyamat, igy kétvaltozos valosziniiségsiiriiség-fliggvénye a kovetkezo:

X% =25 p, +57

fop(6F)= R R (1.36)
27[M§0 Vl_ pr

ahol bevezettiik p_:= R.(7)/ME&; jeldlést.

Az (1.35) kifejezéssel adott R (7) értéke az (1.36) behelyettesitésével az alabbi egyszerii
alakra hozhato:

R(7)=2¢; Ri(7).

Végiil a vspektralis stirliségét az R (7 ) Fourier transzformaltjaként kapjuk:

1 0 ) 0
5,(@) =~ j 2c3R2(2)e ™ dr = 2¢2 5. (0) ® 5. () = 2¢? js (X)s (@ —x)dx.
e, o
Ez az Osszefiiggés vildgosan megmutatja, hogy a hatvanyfiiggvénnyel modellezett
nemlinedris karakterisztika masodfoku tagja kovetkeztében a kimeneten @ frekvenciaju
komponensek keletkeznek a bemeneti jel x és @-x komponenseibdl.

Az s.(w) ¢s s, (@) spektralis stirlisegeket tiintettiik fel az 1.8. abran. Lathato, hogy a v

intermodulacids zavar spektralis siirlisége kétszer akkora savot foglal el, mint a & hasznos
jelé, és a nulla frekvencidn 1év8 s,(0)=4c;Bs; értékérdl linearisan csdkken 2B-ig.
Természetesen a zavar6 hatds a
(0,B) savban 1évé  nyalabolt
5;, (@) csatornakban érvényesiil. Az i-edik
! csatorna (Q,,€Q, +d) savjaba esd
o intermodulacios zajteljesitmény
pedig a kovetkez6:

-B 0 B

s, ()
5,(0) Q,+d

My =2 j s, (@)dw = 2s,(Q,)d.
Q;

-2B -B 0 B 2B ®

1.8. dbra A bemeneti mérdzaj €s az intermodulacids
zaj spektralis stirlisége
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