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MINTAVETELEZES és KEREKITES

B) Forraskédolas eldirt hiiségkritériummal

Analég forrasok jelének digitalis csatornan torténd tovabbitasa elsé 1épéseként
megismertiik a mintavételt, amely sdvhatarolt, gyengén stacionarius folyamatok esetén az
eredeti jel elvileg hibatlan rekonstrudldsat garantdlja. Jelenleg az A/D éatalakitonak a
mintavételt kovetd feladataival foglalkozunk. Els6é 1épésként az analég mintdk digitalissa
torténo atalakitasaval.

KEREKITES (KVANTALAS)
A folytonos értékkészleti mintak értékeinek szdmjegyekkel torténd pontos leirdsat, azaz
digitalizalasat csak végtelen sok szamjegybdl all6 szdmokkal lehetne megoldani. Ez
gyakorlatilag nyilvan nem jarhat6 ut, tehat meg kell oldani ezeknek a szamjegyeknek a
"csonkitasat". Ezt a csonkitast nevezziik kerekitésnek, vagy idegen szoval kvantalasnak.
Fontos észrevenni, hogy amig a mintavétellel elvileg nem okozunk semmilyen veszteséget
az eredeti jelben, addig a kerekitéssel elveszitjiik a jelnek a kerekitési hatar alatti finom
valtozasait. Ezzel a modszerrel tehat meghamisitjuk a jelet, de tudomasul kell venni, hogy
nincs mas lehetdségiink a mintaknak véges sok szdmjeggyel torténd abrazoldsara.
Erdemes persze elgondolkozni azon, hogy a jellegzetes hiradastechnikai feladatokban
szliikség volna-e végtelen pontos abrazoldsra. Erre a kérdésre a nemleges valaszt a
kovetkez6 gondolatmenettel adhatjuk meg. Az analdg jelfeldolgozas soran a mindig
jelenlévd additiv termikus zaj miatt a "legaprobb" jelvaltozasok valojaban nem a hasznos
jel, hanem a zaj valtozasai. Igy a tllzottan részletes abrazolas nem a jelet pontositja,
hanem - jelentds koltség aran - az additiv zaj leirasat finomitja.
Vizsgalatunk megkezdéséhez szogezziink le egy kerekitési szabalyt, és hatarozzuk meg a
kerekitési hibat!
Az A/D atalakitoban 1évé kvantald jellemzésére
hasznaljuk a kovetkezd abra jeloléseit! A bemeneten a 1, N e B

1dékozonként vett mintdk vannak, a kimeneten pedig azok
kerekitett értekei.

Hasznéljunk egyenldkozii kerekitést, a "legkozelebbi tars" modszerével, mint kerekitési
szaballyal! Legyen a kerekitendo jel erOsen stacionarius €s értékkészlete legyen +C kozott!
Ennek illusztralasara alljon itt az alabbi dbra! Az abra elsdé sordban egy lehetséges
f valoszintiségstiriiség fliggvényt tiintettiink fel,
o mig a masodik és a harmadik sor azt szemlélteti,
_EK \C hogy miként helyezkedhetnek el a ¢ értéka
— , kerekitési 1épcsOk és a karikaval jelolt kerekitési
0 szintek. A ketté kozott az a kiillonbség, hogy a
q masodik sorban nincs nulla értéki kerekitési

—totototototototot—— szint, mig a harmadik sorban van.

Definialjuk a kerekitési hibat az aldbbi modon:
Vi =10 =Gy
_¢‘|‘°‘|‘°‘|‘°‘|‘T_|'°_|'°_|'°_|'¢_ Mivel a "legkozelebbi tars" modszerrel torténd
kerekités azt jelenti, hogy valamelyik kerekitési
Iépcsdbe, vagy savba esd mintat a savon beliili szintre kerekitiink, ezért a q szélességili sav
kozepére helyezett kerekitési szint esetén a kerekitési hiba csucsértéke ¢g/2 abszolut értékii
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lesz. Ugyanakkor azt is lathatjuk, hogy a kis értékii, a nulldhoz kozeli mintdk nagyon
pontatlannd valnak a kerekités hatdsara, mig a nagy értékli mintdk egyre pontosabbak
lesznek.

Eppen ezért mas kerekitési szabalyokat is kidolgoztak, amelyek koziil kiemeljiik a digitélis
telefonidban hasznalt eljardst. Itt azt a célt tlizték ki, hogy a kerekitett értékek relativ
pontossaga legyen konstans, tehat a kis értékli mintakat kisebb hibaval, a nagy értékiieket
pedig nagyobb hibaval kerekitik.

A kerekitési hiba, vagy mas néven kvantdldsi zaj jellemzésére nem elegendé annak
csticsértékét meghatarozni. Sokkal érdekesebb jellemz6 a négyzetes varhatd érték, mert
annak révén a zavaro hatast sokkal jobban kifejez6 jel/zaj adhato meg.

A kovetkezékben meghatarozzuk az elébb definialt kvantdlasi hiba négyzetes varhato
értékét. Az alkalmazott jeloléseket a

kovetkezd abra szemlélteti. Az éabra ¢

baloldalan a jelnek egy realizaciojat és o ]

az abbdl vett mintdkat tlintettiik fel a \ i $ Ai PN
kvantélasi 1épcsdkkel egyiitt. Az abra \ J
jobboldalan, Osszekapcsolva a \ fe
baloldali résszel, a jelnek egy \ 0
lehetséges valészintiségsiiriiség R ]
fliggvénye szerepel, amelybe \ﬁ/—/ PN
bejeldltik a kvantaldsi 1épcsket és A J
szinteket. e

A kvantalasi hiba négyzetes varhato
értéke a kovetkez6 modon szamithato:

Mg =M, —¢,) = [u’ - £, ().

Sajnos a fenti kifejezésben a v valdszinliségsiirlisége nem ismert. Legkonnyebben
feltételes stiriségfiiggvényeket hatarozhatunk meg, azzal a feltétellel, hogy a minta az i-
edik 1épcsdben van. Ezeket ugy nyerhetjiik, hogy a { slirliségfiiggvényébdl kivagjuk az i-
edik 1épcsébe esd szeletet, €s természetesen normaljuk az ebbe a 1épcsdbe esés
valészintiségével. A v valdszinliségsuriisége pedig ezeknek a  feltételes
strliségfiiggvényeknek a stilyozott 6sszege lesz:

S0 = 3 S (W) PG e 4)

Behelyettesitve az el6z6 kifejezésbe, majd felcserélve az Gsszegzést €s az integralast,
kapjuk:

Mv; = [ £, (uydu = [u’ -(Z fua ) PG € A,.)jdu = ]uz fon (Wdu- PG € 4,

A jobbszélen allo kifejezést ugy is interpretalhatjuk, mint a feltételes varhatoértékek

sulyozott 0sszegét, ahol tehat a feltételes varhatoérték a kdvetkezo:
q;/2

M(vylCed)= [ f,, (udu
-q;/2
Legyen kicsi a kvantaladsi lépcsé C-hez képest, azaz csinaljunk elég finom
beosztasrendszert, akkor a feltételes siirfiségfiiggvenyek igen hasonloak lesznek, és kozel
allando értékiiek a (-q;/2, q;/2) intervallumokban. Igy élhetiink az alabbi kozelitéssel:
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2 _ " 2 - 1| a2 _ qiz
M(vilGed)= [ f,de =z —|=| =2
~4:/2 fon=)y 4i 3 -¢;12 12

Ha egyenl6kozii kerekitést alkalmazunk, akkor valamennyi 1épcsé ¢ értéki lesz, tehat a
kvantélasi zaj négyzetes varhatoértékére az alabbit kapjuk:

N N 2 2
My = > M(vilCe4)-PCed) = 3 L PGed)=1>
Pyt goq i 12 12
Vegyiik figyelembe, hogy a jel 2C nagysagu értékkészletét 2N kerekitési 1épcsére
osztottuk, tovabba irjuk le a 2N darab szimbolum barmelyikét » szdmjegybdl allo binaris
szammal, akkor a fenti kifejezésnek az alabbi alakjai is hasznalhatok:

5 q2 CZ B CZ

vV, =—= =

12 12N* 3.2%
Ha az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a jel egyenletes eloszlasu (-C,C)-ben,
akkor a négyzetes varhato értéke konnyen ellendrizhetéen C%/3 lesz.

Legyen a hiiségkritérium a jel-zaj viszony! Jelolje p a jel-zaj viszonyt, igy:

, C C’
_ Mé:() _ (é — A — (2N)2 — 22)1’

MV C?

3.2N)  3-2%
amibdl eldirt jel-zaj viszonyhoz a sziikséges kvantalasi 1épcsdk szama, vagy a kvantalasi
értékeket leird binaris szdmjegyek hossza kiszdmithato:

1
=—1ld(p).
n2(m

S6t még egy 1épéssel tovabb is mehetiink, mert egy B-re korlatozott sdvszélességl jel adott
jel-zaj viszonyl tovabbitdsdhoz sziikséges csatorna datviteli sebességét is konnyen
meghatarozhatjuk, ha tekintetbe vessziik a jel egyértelmii leirdsdhoz sziikséges mintak
idéegységenkénti szdmat:

v=3in=§n=§iuug [binaris szimbolum/sec].
T

P!

Ugyanakkor fontos észrevenni, hogy a jel négyzetes varhatd-értékének csokkenésével,
azaz a maximalisan feldolgozhat6 jel-szintnél kisebb értéknél a jel-zaj viszony romlik,
mert p szamlaloja csokken, de nevezdje valtozatlan marad:
A 2
_ Mé:oz _ A _ é '22n
2 - .
C C

p'_MV(f -

3 A 22;1

A JEL-SEBESSEG CSOKKENTESE

A kielégité gyakorisdggal vett analég mintak véges hosszisagu szamjegyekkel torténd
leirasdhoz megismertiik a kerekitést (kvantalast), amely a jel kézbentarthato
meghamisitasat eredményezi.

A kvantalast tekinthetjilk egy forras-kodolasi (tomorité) modszernek, amelynél eldirt
hiiségkritérium mellett véges sok szimbolummal reprezentaljuk a kvantalas el6tt folytonos
értékkészletli, tehat csak végtelen sok szimbolummal leirhaté mintakat.

Jelenleg azt a kérdést igyeksziink megvalaszolni, hogy a kvantalas kornyékén lehetne-e
olyan modszereket taldlni, amelyek a jel tulajdonsagait tekintetbe véve tomorebb leirds
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mellet is azonos meghamisitast eredményeznének. A vélasz erre a kérdésre pozitiv, és
lényegében az a kérdés, hogy a jel mely jellemzdi és miként befolyasoljak az elérhetd
eredményeket, valamint természetesen az is nagyon izgalmas, hogy milyen mddszereket
hasznalhatunk.

A nemlinearis kvantalas

Az eddigiekben megvizsgalt linedris, egyenlékozli, vagy egyenletes kvantalads esetén a
kerekitési savok mindegyike azonos nagysagu volt, fiiggetleniil attdl, hogy a kerekitendd
minta értéke kicsi vagy nagy. Ezaltal ugyanakkora hiba (a lépcsé nagysaganak a fele)
keletkezhetett igen kis mintak, valamint nagyon nagy mintak esetén is. Tehat mig a kis
értéki mintdkat relative pontatlanul irtuk le, addig a nagy értékli mintak sokkal
pontosabban keriiltek meghatarozasra. Nyilvan egy jo gondolat lehet a kerekités abszolut
pontossaganak alland6 értéken tartdsa helyett a relativ pontossdgot tartani konstansnak.
Persze a moddszerek Osszehasonlitdsahoz valamilyen modon jellemezni kell az elérhetd
eredményeket.

Eldszor vizsgaljuk meg, hogy egy rogzitett kerekitési szabaly esetén hogyan valtozik a
kerekitett mintdk jel-zaj viszonya a kerekitendd jel négyzetes varhato-értékének
fliggvényében. Tehat készitink egy kvantaldt, amely a +C értéktartomanyon beliili
mintdkat képes kerekiteni, de csak ennél kisebb szintli jelet vezetiink ra. (Példaul a
tavbesz¢éld haldzatban felkésziilnek valamilyen maximalis hangossagii beszédre, de a
partnereknek éppen suttogni van kedviik.)

Logaritmikus kvantalas, a kompanderes kvantalo

A megvalositas szempontjabdl rendkiviil elényds az egyenlokozii kvantald, ezért a
nemlinedris, azaz egyenldtlen-kozii kvantdlast a kvantdlandd mintdk nemlindris
transzformacioja révén célszerli megvaldsitani. A jel rekonstrukcidjanal természetesen a
nemlindris transzformaci6 inverzét kell végrehajtani, és igy torzitatlan lesz az atvitel.

A jellemzdk vizsgalatat az alabbi abran lathatdo modell alapjan végezziik. Itt a bemenetre
érkezd analdg mintdk eldjelének meghatdrozésa mellett képezziik azok abszolutértékét,
majd egy logaritmikus transzformdcié utdn kovetkezik az egyenldkozii kerekités. A
rekonstrukcio a kerekitett mintakbol torténik, ahol az elobbi nemlinearis torzitas
(kompresszalas) is megsziintetésre kerlil egy inverz karakterisztika altal, amit
expandalasnak neveznek. Végiil a mintak eldjelét is helyredllitjuk. (Ezzel az eldjeles
“triikkkel” elkertilhetjlik a nullara szimmetrikus jel nehézkesebb kezelését.)

\ 4

v

Sgn(.)

Y
\4

Abs(.)

\4

\4

v

y=g(x) Q() =g’y [—
gk gk un é:k

A modellt egy kicsit tovabb részletezve, a Q(.) kvantalot egy additiv zajforrasnak
tekintjiik, ahol a korabban bevezetett kvantalasi hibat “adjuk hozza” a jelhez:

Vi =1 =G
Az egyszerliség kedvéért legyen a kompresszor karakterisztikdja az alabbi:
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= ln[£+1j,
a
¢s igy a torzitatlan 4tvitelhez az expander karakterisztikdja a kovetkez6 lesz:
x:a-(ey—l).
Itt az a bevezetésével részben elérjilk azt, hogy a jel-fesziiltségb6l szamokat kapunk,
részben pedig egy normalizalast hajtunk végre. A kvantaldé mar dimenzidtlan

mennyiségeken dolgozik, és majd az expander képez ismét fesziiltséget a kerekitett
mintakbol.

Jeldlje & a kompresszor bemend mintait, 7, = (5" + lj + v, , a kerekitett mintakat, és §k
az expandalt kerekitett mintakat! Ekkor a kimeneten jelentkezd hiba az alabbi mddon
fejezhetd ki:

_ +1)+ f Ve

P=d-E=gmae D= —ale” T S =g e G -1
amit rendezve, a kovetkezot kapjuk:

Vi =&~ +a)-et —al=§ — & e" —a-e” +a=( +a)l-€").

A kapott Osszefliggés érdekessége, hogy az egyenlékozli kvantalds v, zaja egy

nemlinearis  transzformaciét szenved az expandalds kovetkeztében, valamint
szorzdtényezoként megjelennek benne a jel-mintdk is. A kimeneti jel-zaj viszony
meghatarozasahoz ki kell szamitani v, négyzetes varhatoértékét:

MV =M[(&, +a)(1-e")] =M(E +a)’ -M(1-e")’

ha figyelmen kiviil hagyjuk v, -nak &, -t6l valo fiiggését.

Az els6 tényezd kiszamitdsa nem okoz gondot, a mésodik tényezd kiszamitdsanak modja
is ismert, hiszen az ismert eloszlasu v, valoszinliségi valtozd viszonylag egyszerli
transzforméacigjarol van szo:
-
M(1-¢" ) =M(hv))' = | £ @2 (y Ly,
1—e’%
ahol tehat y = h(x)=1-e"és x=h""'(y)=In(1-y).
Ugyanakkor konnyen rajohetiink, hogy nem feltétleniil érdemes a szamitast ezzel a

,pontoskodassal” elvégezni, hiszen mar a fiiggetlenség feltételezésével is kozelitettlink, €s
most is lehetdség van egy igen jo és 1ényegesen egyszerlsitd kozelitésre:
M(1-e*)Y =M(1-1-v,)’ =M(v,)* = 12

Elve ezzel a kozelitéssel és +C-ben egyenletes eloszlasu jelet feltételezve, a jel-zaj
viszonyra az alabbi eredményt kapjuk:
M& ME; ME;

~2 2 *
My Mvo-M(, +a) qz-[a2+2aM(5o>+M(5o>2]

A g kvantalasi lépcsd nagysaga viszont a kompresszalt jel csucsértékének N-ed része:

q= l-ln(£+ lj = ln(ngl)Z"”+1
N a a

Ezt felhasznalva mar csak arra kell ligyelni, hogy az el¢jelnek a modell szerinti kezelése
miatt a kerekitendd jel varhato-értéke nem nulla, hanem 4/2, és igy:

plog
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2
A 2n

-2
2 b
lnz(c+lj-[a2+a~A+AJ
a 3

ahol mindjart a valtozd cstcsértékil (4) jelet vettiik tekintetbe. Természetesen 4 értéke
nulla és C kozott valtozhat, ha el akarjuk keriilni a tdlvezérlést. Az alabbi abra mutatja
P Crt€két A/C figgvényeben, n = 8 bit esetén, ha C/a értékeként 255-6t vélasztunk, ami

plog =

a telefonidban hasznalt szabvanyos érték. Az abran Osszehasonlitdsként feltlintettiik a 8
bites linearis kvantalo jel-zaj viszonyat, és a 13 bites linedris kvantaldét is.

Az eredmények szinte Onmagukért beszélnek. A linearis kvantdloknak a jel-szinttel
linedrisan valtoz6 jel-zaj viszonydhoz képest a logaritmikus kvantdldo egy viszonylag
széles lapos “tetdt” mutat. Ebben az esetben a jel-szintnek a vonatkozd savba esd
valtozasai gyakorlatilag nem valtoztatjdk meg a kvantalt értékek jel-zaj viszonyat.
Ugyanakkor azt is kiolvashatjuk az abrabdl, hogy a logaritmikus kvantal6 elobb emlitett
kedvezd tulajdonsdganak ara van, mégpedig az, hogy azonos szamu binaris szimbdolum
esetén a nagy jel-szinteknél a jel-zaj viszony a linearis kvantald jel-zaj viszonya alatt

Linearis és logaritmikus kvantalas
90 +
80 4
70
= 60
3 13 bit lin 50
> .
8 8 bit log 40
N
(/]
'S 30
‘T /
N 20
9 8 bit lin
° 10 1
T T 0
0.901 0.01 0.1 in
-20 -
Jel-szint (A/C) [dB]

marad. Ennek fejében viszont kis jel-szinteknél a logaritmikus kvantalo jel-zaj viszonya
egy sokkal tobb-bites linearis kvantaloéval vetekszik.

A Lloyd-Max kvantalé

A nem-egyenlokozli kvantalas oOtlete akkor is felmeriilhet, ha a kvantdland6 jel
valoszinliség-stirliségfliiggvénye nem egyenletes, hanem jelentds ingadozast mutat. Ekkor
ugyanis a kvantaldsi hiba négyzetes varhato-értékét ugy is csokkenthetjiik, ha a kisebb
valoszinliségli jel-Osszetevoket nagyobb hibaval kerekitjiik, mint a gyakrabban eléfordulo
értékeket.

S6t még a kvantalasi 1épcson beliil is “ligyeskedhetiink”, mert a kerekitési értéket ott sem a
kerekitési intervallum kozepére célszerli valasztani, hanem valamilyen “stulypontba”,
hiszen a nagyobb valdszintiségli hibak értékének a csokkentésével csokkenthetjiik a
négyzetes kozéphibat.
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Legyen & erdsen stacionarius folyamat, adott fgy(x) valdszinliség-stiriségfiiggvénnyel.

Hatarozzuk meg a legkisebb négyzetes kozéphibat add, u.n. optimalis kvantalot eloirt
kvantélasi jel-zaj viszonyra!
Bizonyithato, hogy az optimalis kvantalo kielégiti a két t.n. Lloyd-Max-feltételt:
1. legkozelebbi szomszéd feltétel: a kvantalasi kozok (Iépcsék) hatarat (y;) a
szomszédos kvantalasi szintek (x;, x;+;) szamtani kozepére kell valasztani,

— xi + xi+l
Yi >
2. sulypont feltétel: a kvantalasi szintek legyenek a sajat kvantalasi intevallumaik
sulypontja

Vi

jx - f(x)dx
[/ @dx
Vi1

Ezzel a Lloyd-Max algoritmus a kovetkezd:

a) vegylnk fel a kvantalasi szintekre egy kozelito elrendezést,

b) hatarozzuk meg a kerekitési intervallumokat a szomszéd-feltétel szerint,

c) szamitsuk ki a négyzetes kdzéphibat! Ha elértiik a kivant értéket, vagy a hiba
csokkenése egy megadott kiiszob ala jutott, akkor készen vagyunk, ellenkezd
esetben pedig

d) optimalizaljuk a kvantalot a fenti intervallumokhoz, azaz alkalmazzuk a
sulypont-feltételt, majd folytassuk a b) ponttol!

Végiil megjegyezziik, hogy a Lloyd — Max kvantalé memoridtlan forrds esetén ad
optimalis megoldast, hiszen az egymast kovetd kerekitendd mintak esetleges belso
kapcsolataira nincs tekintettel.

A vektor-kvantalas

Eddigi eréfeszitéseink a jel-sebesség csokkentésére a staciondrius folyamattal modellezett
jel valamely jellemzdjét (korrelacio-fliggvény, spektralis stirliség, valoszinliség eloszlas)
vették tekintetbe, és kerestek valamilyen modszert a folyamat mintarél-mintara torténd
lehetd tomor jellemzésére.

Amennyiben szigoruan csak a kvantalasra gondolunk, akkor alapvetden a jel valoszinliség-
striség fiiggvényét kiaknazva talalta meg a Lloyd Max kvantalé a legjobb megoldast.
Masrészt pedig a jel dinamikajahoz legjobban illeszkedd nemlinearis kvantalds a
logaritmikus kvantal6 volt, amelynek megvizsgéltuk az u.n. kompanderes megvaldsitasat.
Ugyanakkor felmeriilhet az a gondolat is, hogy érdemes lenne megvizsgalni a folyamat
egymast kdvetd mintainak a blokkjait is, €¢s mar magat a kvantalast nem a skaldr mintédkon,
hanem a vektorként kezelhetd blokkokon elvégezni.

A kiaknazhat6 tulajdonsagok egyszerli attekintéséhez nézziink egy olyan példat, ahol a
blokk (vektor) a forras ilizenetének két egymast kovetd mintdja! Ekkor a vektorértékii
minta a sikon dabrdzolhato, példadul derékszogli koordinatarendszerben. Legyenek a
feldolgozhaté mintak + C-re korlatozva, akkor
a kvantadlandé mintak értékkészletét az alabbi

A miésodik !
. minta abran szemléltethetjik:

Els6é lépésként vizsgaljuk az egyenldkozi
kerekitést! Ha a skalar kvantalasbol
elsd kovetkezden ezt ugy akarjuk megvaldsitani,
minta . 3 r ey s o1
- = > hogy mindként tengely mentén egyenlokozii
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¢s azonos beosztast készitiink, akkor a vektor-mintdk kerekitési “kozei” négyzetek
lesznek, és kiindulasként a négyzet kozepét valaszthatjuk kerekitési értéknek. Ekkor
azonban rogton feltlinik, hogy a keletkezd kvantalasi hiba maximalis értéke fliggeni fog a
mintapartol. (A “négyzetke” csucsaiba es6 mintdk kedvezdtlenebb elbiralast kapnak.)
Nyilvan legjobb lenne a kerekitési érték koril kor alak kerekitési “kdzoket” hasznalni.
Ezek viszont nem képesek ugy lefedni az egész teriiletet, hogy ne keletkezzenek hézagok,
vagy atfedések. Nem sikeriilt jobb megoldast talalni, mint a “méhsejt”, azaz illeszkedd
szabalyos hatszogek alkalmazasat.

Természetesen a probléma csak fokozodik, ha nemlineéris kvantalast akarunk alkalmazni,
azaz példaul a kvantaland6 jel valdszintiség-eloszlasat kiaknazé (Lloyd-Max) kvantalot,
vagy a jel négyzetes varhato-értékének valtozasakor lehetdleg valtozatlan jel-zaj viszonyt
eredményez6 kvantalot akarunk késziteni.

Ugyanakkor nagyon csabitdo az a lehetdség is, hogy az egymast kovetd mintdk kozotti
kapcsolatokat kozvetleniil a kvantalasndl is kiaknazhatjuk, amit a kovetkezd vazlaton
kivanunk szemléltetni:

R A rajzolas  egyszerlisége  kedvéért a
masodik , ’ . ‘ ,
minta kvantalando teriiletet négyzetekre osztottuk, €s
megjeloltiik azokat a mintdkat, amelyek
gyakrabban fordulnak el6, ha a jel egymast
elsé kovetd két mintdja kozott elég szoros
minta kapcsolat van. A jelolést annak alapjan
végeztiik, hogy feltételezhetben az egymast
kovetd mintdk szoros kapcsolata esetén kicsi a
valtozas, igy az dbraban a vektor két elemének
azonos értékén kivil a + 1 Iépcsényi

valtozasokat tarthatjuk a legval6sziniibbnek.
Akar azt is mondhatjuk, hogy a két egymast
kovetd minta valtozadsdban megadott 1épcsdszamnal nagyobb valtozasokat nem vesziink
figyelembe. Ezaltal jelentds megtakaritast érhetiink el a vektorok leirasdhoz hasznalandé
binaris szimbolumok szaméban.

Persze mindezeket a lehetdségeket kihasznalja a vektor-kvantalasra altalanositott Lloyd —
Max kvantald, mert a tobbdimenzids egyiittes valdsziniliség-siirtiség leirja a komponensek
kozotti belsé kapcsolatokat is. Ugyanakkor azt is észrevehetjiik, hogy a Lloyd — Max
vektor-kvantalé megvalositasa nem tiinik egyszerli feladatnak. Azt is szoktdk mondani,
hogy strukturalatlan — bar optimalis — megoldasat jelenti a feladatnak. Ezért szuboptimalis,
de strukturalt megoldasokat kerestek.

Ezeket a szuboptimalis, de strukturalt modszereket leggyakrabban transzformacids
koédolasnak nevezik.

A prediktiv (rekurziv) kédolas

A kovetkezokben az egyik leghatékonyabb és legszélesebb korben hasznalt jel-sebesség
csokkentési modszer alapjait tekintjiik at.

Az ado és a vevO egyarant predikalja a jel multjabol a varhatd jovot. Az adé megvarja,
mig a jovo bekdvetkezik, és dsszehasonlitja azt a joslattal. Ezutan a kiilonbséget tovabbitja
a vevOhoz, aki elvégzi a sziikséges korrekciot. Ha a vevohoz a kiilonbségi informaciot egy
digitalis csatornan juttatjuk el, akkor nyilvan a kiilonbséget eldszor kerekiteni kell. Ebben
az esetben viszont célszerli az adoban is a kerekitett értékeket hasznalni a jéslashoz,
ellenkezd esetben a kimeneti jel-zaj viszony lecsokken.
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Legyen o, :=¢&, — fk a tényleges ¢és a predikalt értékek kiilonbsége, amelynek négyzetes

véarhato-értéke a lineéris eldrejelzésnél bevezetett & = MJ” .

1%
@) 5k é ¢ kvantalt
kiilonbségek 2

S K-

v
A

A

A ~ Pred
g Pred &y ok

A

A kvantalt kiilonbségekkel korrigdlt eldrejelzést jeldlje Ek amelyre igaz az alabbi

Osszefiiggés:

S =§Ak +O,+Vv,de 6, =G, _ééka
igy N

S =StV

fgy a kimeneti jel-zaj viszony a kovetkez6 lesz:
Mg ME MS?
My M&* My’
ahol bdvitettiink a kvantéalasra keriild eldrejelzési hibajel négyzetes varhato-értekével. A
két tényezd kozil a masodik a kvantalasi jel-zaj viszony, ami finom, egyenldkozii
beosztasrendszer esetén a jol ismert modon szamithatdo, mig az els6t predikcios
nyereségnek nevezik:

p:

_M¢&
7 MS?
A kimeneti jel-zaj viszonyt tehat az alabbi alakban irhatjuk:
M5’ 2
p:GP'MVZZGp'z 9

amib6l a megkivant jel-zaj viszony eléréséhez a digitalis csatorndn mintanként
tovabbitando binaris szimbolumok szdma a kovetkezd lesz:
1 1
n=>-ld(p) - 1d(G,).
Most mar csak az a kérdés, hogy mekkora predikcios nyereség érhetd el, tehat mennyivel
csOkkenthetd a forras leirdsdhoz sziikséges informacid mennyisége. Felhasznalva a linearis
elérejelzésnél kapott eredményiinket, a kovetkezo kifejezést talaljuk:
_ M é;Z B M é;Z B M 52
7 MS? g€) ME-MEE
Ha példakeént kiértékeljik az eredményiinket egy olyan jelre, amelynek korrelacio-
fliggvénye 1=0-r0l linearisan csokken a mintavételi idokoz duplajaig és innen nulla, akkor

a legjobb linearis eldrejelzésre az alabbit kapjuk:
G, ==
P33
Nyilvéan érdekes kérdés, hogy barmilyen korrelacio-fiiggvény esetén mekkora predikcios
nyereség ¢rhetd el, ha a jelre vonatkozoan 1étez6 legtobb informaciot, azaz a teljes multjat
felhasznaljuk.

Erre vonatkozoan a kdvetkezd eredményt kaphatjuk (1asd Fiiggelék):
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PR ()
_ L j ld£ d
B -B 4
ahol bevezettiik az atlagos spektralis stiriséget a kovetkezé modon:
1 B
5. =—|s.lo)dw.
3515 00)

Ezzel a digitalis csatorndn mintanként tovabbitandd bindris szimbolumok szdma a
kovetkezo lesz:

1 11§ s(0)
n=§.1d(p)+§-2—j1d_—da;,

-B Se
illetve a csatorna sziikséges atviteli sebessége:
B
)
v :En :i[d(p)+l.i Ildi)dw
V4 2 2 27 5

Mivel a fenti kifejezés masodik tagja sohasem lehet pozitiv, ezért Osszehasonlitva a
mintankénti kodolasra nyert Osszefliggéssel, lathatjuk, hogy kisebb atviteli sebességii
csatorna elegendd azonos jel-zaj viszony eléréséhez.

A rész-savu kédolas
A spektralis slirliségnek a hatasat az eldirt kovetelményt teljesitd jel-sebességre
kozvetleniil is felismerhetjiilk az alabbi gondolatmenet alapjan. Ha egy jel spektralis
stiriiségfiiggvénye nem allando, s6t szamottevd ingadozasokat mutat, akkor célszerli lehet
a jelet frekvencidban szétbontani az eltérd strliségli (rész-teljesitménytl) savokra, majd az
egyes savokban eltérd, a jel rész-savjanak tulajdonsagaihoz illeszkedd kodolast
alkalmazni. Példdul, ha valamely részben a spektralis siiriség elhanyagolhatéan kicsi,
akkor azt a részt ki lehet hagyni (nulla hosszusagi kodszavakkal leirni) €s ez nyilvan
megtakaritast eredményez.
Vizsgaljuk meg a fenti Gtletet mennyiségileg az alabbiak szerint: a B savra korlatozott &
jelet osszuk fel K azonos szélességli rész-savra.
A B/K rész-savok mindegyikének a jellemzéséhez elegendd 2B/K mintavételi frekvencia.
Legyen a kvantéalasi 1épcsdk nagysaga azonos mindegyik rész-savban! Okozzon v; zajt a
visszaallitott i-edik rész-savban a kvantalas. A rekonstrudlt teljes jel jel-zaj viszonya az
alabbi modon fejezheto ki:

2B-5,

K-Mv}
Vizsgaljuk meg, hogy hany binaris szimbdlummal torténd leirast kell alkalmazni az egyes
rész-savokban! Jelolje ®,az i-edik rész-savban 1év6 frekvenciat, amelynél az s, ()

p:

stirtiségfiiggvény jellemz6 értéket vesz fel! Ezzel az i-edik savban sziikséges kodszavak
mérete (bindris szimbdlumok szama):
2 s /
n = 5 K

1
' 5 My,
H a felhasznaljuk az el6z0 Osszefiiggést, akkor kikiiszobdlhetjiik a kifejezésbdl az i-edik
savban keletkezd kvantalasi zajt:

2.
n=L.g sl &K 2ld()p

2 2B-5, 5;
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Ebbdl pedig kdnnyen meghatarozhatjuk, hogy mekkora atviteli sebességre van sziikség a &
jel megkivant jel-zaj viszonyu tovabbitasahoz:

B & B &(1 ,s.le) B 1 1 & ( )
= =N d==p ==~ ld(p)+—
Y 7K 11”1 7K i1(2 5 'OJ 7 2 2 Z}(

£ S
Ennek a kifejezésnek a masodik tagjdban egy integral kozelitd Osszegére ismerhetiink.
Amennyiben a rész-sdvok szdma elegendden nagy, akkor a sziikséges atviteli sebességre
J0 kozelitést ad a kovetkezo kifej ezg€s:

v=2. L a(p)+ jzd selo )d _ B a(p)+ L jzd 5o )da)

T 2 S, 2r 2 27 o S:
Feltétleniil érdekes, hogy a rész-savu kodolas altal elérhetdé tomorség megegyezik a
prediktiv kddolassal elérhetével, amint azt a kordbban kapott Osszefiiggéssel vald
egybeesés mutatja. Ugyanakkor ra kell mutatni arra, hogy a fenti hatarérték messze van
minden gyakorlati megvaldsitastol, hiszen nem tudunk barmilyen keskeny sdvokra torténd
szétvalasztast megvalositani. Eppen ezért feltétleniil érdekes a véges sok rész-savra osztas
esetén is megvizsgalni, hogy miként érhetd el optimum, azaz mekkora a legkisebb
szlikséges atviteli sebesség megkivant jel-zaj viszonyt rekonstrukcid esetén.
(Erdekes modon eredményiil azt kapjuk, hogy azonos méretii rész-savok esetén az egyes
rész-savokra hasznalt binaris szimbolumok szamat a rész-savba es6 jel négyzetes varhato-
értékének aranyaban kell kiosztani.)

Adjunk kicsit mas format a fenti kifejezéseinknek! Jeloljik ME&’ -el a jel-rész négyzetes

varhato-értékét az i-edik rész-savban, igy a jel-zaj viszony a kovetkezo:

K
ZMff
K- My}’
a sziikséges binaris szimbolumok szdma pedig az alabbi lesz:

2
:l-ld Méiz .
2 My

Ismét kiejtve a fenti két egyenletbél M v -et, n-re kapjuk:

p_

iy —2',0
M
i=1

Az atlagosan sziikséges szimbolumok szama pedig:

& 1&1 M
N =N g e
" KZ'" K,Z2 K P

o Me
i=1
A logaritmusban 1év0 szorzatot valasszuk ketté:
1 1& M¢&’
= 5 E Z + ld K—é
i=1 % ZMé;lZ
i=1

A szumma els0 tagja egy konstans, igy K-szorosanak K-ad része nyilvan énmaga:

11
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Az els6 tagban felismerhetjiik a kivant jel-zaj viszonyhoz sziikséges bindris szimbolumok
szamat, amihez jon még (egy varhatéan negativ értékil) 6sszeg, amelyet kicsit atalakitunk:

1 1 1& N
n =51d(p)+5?;(1d(M; )—Zd(?gM; D

A kiils6 szumma mésodik tagja szintén konstans, igy:

1 1 (1& 2 = 2
n=—ld(p)+—=-| = (lam&))-1a] L Mme ||.
2 2 K i=1 i=1

Viszont az els§ szummaban most logaritmusok Osszege szerepel, ami atalakithato
szorzattd a kovetkezé modon:

1 1 K %( K
n= Eld(p)+ > ld[HM/ij - ld(%ZMfffj :
i=1 i=1
Most még visszaalakitjuk a két logaritmus kiilonbségét hanyadossa:

K Yk K
(e iSmg
_ ld(p i=1

1 - 1
¥ 2.M¢ (HM;?]
i=l1

i=1

ahol végiil a reciprok képzésével azt hangsulyoztuk, hogy mennyivel csdkken a sziikséges
szimbolumok szdma, ami a rész-savokban 1évo jel-részek négyzetes varhato-értékei
szamtani kézepe és mértani kdzepe hanyadosénak a logaritmuséaval aranyos.

A levonand6 mennyiség mindig pozitiv lesz, mert a logaritmus argumentumaban egynél
nagyobb mennyiség szerepel. A legnagyobb értéket akkor kell levonni, ha a mértani kzép
a legkisebb, a rész-savokban a jel-részek teljesitménye a lehetd legegyenetlenebb.

A transzformacios kodolas

Az alabbiakban roviden Osszefoglaljuk az U.n. transzformécios kodolds lényegét. A
hasznalt transzformaciokat tekintve tobb kiilonbozo eljarast dolgoztak ki, de 1ényegében
mindegyikben kozos a forrds mintavételezett lizeneteinek blokkokra tordelése, és ezeken a
blokkokon valamilyen transzformaci6 végrehajtasa.
A transzformalt blokkok természetesen szintén diszkrét értékek lesznek, amelyeket
kvantalni és kodolni lehet a tulajdonsagaikhoz legjobban illeszked6 méddon.
A transzformdcié leirdsara, amely tehdt egy K elemii blokkot (vektort) egy K elemil
vektorba alakit at, a legegyszertibb a transzformald matrix megadasa:

y=A-X,
ahol y a transzformalt vektor, az A a transzformal6 matrix, és x a bemend mintak vektora.
Természetesen 1ényeges a transzformécio egyszerl invertalhatosaga, hogy a vételi oldalon
egyszerlien visszaallithassuk az eredeti(hez hasonld) mintékat:

x=A"-y.
Ha példaként az iddébeli iizenet mintdinak blokkjan végrehajtott diszkrét Fourier
transzforméciot (DFT) tekintjik, akkor eredményiil a blokknak egy diszkrét leirasat
kapjuk a frekvencia-tartomanyban. Ennek a vonalas spektrumnak az egyes vonalait Ggy is
tekinthetjiikk, mint a jel ,rész-sdvokra” osztasait (a sav két szomszédos vonal
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frekvenciakdze), és a forras blokkjait ezeknek a vonalaknak az egyenkénti kerekitésével és
kodolasaval irhatjuk le, amelynek a hatékonysagat mar korabban lattuk.

A DFT-tdl kiilonboz6 transzformaciok egész sorat vizsgaltak meg, és példaul az egyik
igen népszerli transzformacido a diszkrét koszinusz transzformacid, a DCT. Ennek
transzformalé matrixa a kdvetkezo:

- K_% | | K_% -

azaz a K*K elemli matrix elsé sora végig %< értekli, mig a tobbi elem a megadott

képlet szerinti argumentumu koszinusz. Lényegében tehat a DCT is egy spektralis jellegli
leirasat adja a blokknak.

Végiil jelenleg nagyon fontos szdmunkra egy specialis transzformacid, amely a Karhunen
— Loéve nevet viseli, amelynek az a jellemzdje, hogy optimalis, azaz alkalmazasaval a
legkevesebb szimbolummal irhatjuk le a jelet kivant jel-zaj viszony mellett. Ezzel
kapcsolatban érdemes atgondolni a jel-sebesség csokkentése érdekében eddig megvizsgalt
eljarasokat. Atfogoan kijelenthetjiik, hogy minden esetben a jelben 1évé belsd kapcsolatok
eltavolitasa révén jutottunk eredményre, azaz optimalis esetben megsziintettik a jel-

crcr

crer

ezutan a tényleges érték (megvarva mig bekodvetkezik) és a predikalt érték kiilonbségét
tovabbitottuk. Ha ebben a kiilonbségben még mindig eléfordulnanak belsé kapcsolatok,
akkor ugyanezzel a modszerrel elvileg tovabb folytathatnank az eldrejelzést, eltdvolitva
igy minden bels6 kotottséget, azaz megsziintetve a korrelaciot.
Mivel a korrelacio-fliggvény és a spektralis strtiség-fiiggvény Fourier transzformalt part
alkotnak, ezért nem nehéz megtaldlni a mintdk korreldltsdganak és a spektralis slirliség
jellegzetességének a kapcsolatat. Korrelalatlan mintak konstans spektralis stirtiséget
jelentenek, tehat ,.egyenetlen” spektralis stiriség korrelaltsagot jelent, és ezt akndzta ki a
rész-savu kodolas, ahol tehat a feladatot a frekvenciatartomédnyban értelmeztiik.
A transzformacids kodolast ugy is tekinthetjiik, mint egy olyan torekvést, amely el kivan
szakadni a megszokott id6- €s frekvencia-tartomanyoktol, és le kivanja irni a jelet valami
olyan tartomdnyban, ahol a korreldlatlansdg kozvetleniil adodik, kozvetleniil elérhetd.
Amennyiben ez sikeriil, akkor az igy leirt jel eldirt hiiség-kritériumt kodolasa nyilvan
szintén optimalis lesz, azaz a lehetd legkevesebb szimbolummal valésithaté meg.
Az optimalis transzformacid kideritéséhez vizsgaljuk meg a fenti matrixegyenlettel leirt
transzformécio hatdsat a korrelacidora! Mivel jelenleg a transzformacidt vektor értékii
valoszinliségi valtozokon végezziik, korrelacidjuk leirasara a korrelacidé matrix szolgal:
R.:=ME &)
ahol a & oszlopvektort jobbrél szorozzuk a sorvektorrd transzpondltjaval, és ezzel a

diadikus szorzattal kapjuk a vektor elemeinek korreldcio-matrixat.
Hatarozzuk meg a transzformalt vektor korrelacio-matrixat:

R, :=M(n-n')=M((a-2)-(a-2] )-M(a-8-8"-A7)=A-Ml-&")- A",
ahol a transzformalt n’ sorvektort ugy szamitottuk ki, hogy a & sorvektorra

transzponaltjaval balrdl szoroztuk a transzformalé matrix transzponaltjat. Ezzel viszont a
szorzat kdzepén felismerhetjiik & korrelacio-matrixat:
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R,=AR,-A".
Amennyiben a transzformacidval azt akarjuk elérni, hogy a transzformalt vektorvaltozo
elemei korreldlatlanok legyenek, akkor az A matrixot Uigy kell megvalasztani, hogy az
R, -t egy diagonal-matrixba transzformalja.

Legyenek az A matrix sorai az R, sajatvektorai! Ekkor R, -t jobbrol egy olyan matrixszal
szorozzuk, amelynek oszlopai az R, sajatvektorai, amire igaz a kovetkezo:
R, u, =4 u,

ahol u; az R, matrix i-edik sajatvektora, €s A; pedig az ehhez tartozo sajatérték.

A jobboldali szorzas eredménye tehat egy olyan matrix, amelynek oszlopai az R,
sajatvektorainak sajatérték-szeresei. Ezzel a matrixszal megszorozva A-t, amelynek tehat a
sorai az R, sajatvektorai, egy diagondl-matrixot kapunk, amelynek atlojaban a
sajatértékek vannak. Ez abbol kovetkezik, hogy a szimmetrikus, valos, KxK méretii R,

matrixnak éppen K sajatvektora van, amelyek ortogondlisak, és valaszthatok ugy, hogy
ortonormaltak legyenek, azaz:

A-A"=E,
ahol E az egységmatrixot jeloli.
Ezzel tehat R, a kovetkezd lesz:

A4 0 0 0

R - 0 4 0 O
10 0 0|

0 0 0 A

ahol a f64tl6 elemei, a ,,sajatértékek™ jelenleg a blokk elemeinek négyzetes varhato-értékét

jelentik.

A Karhunen — Loéve (KL) transzformacio esetén tehat egy olyan transzformald matrixot
kell hasznélni, amelynek sorai a transzformalandoé jel korreladcio-matrixanak ortonormalt
sajatvektorai. A transzformalt blokk (n) elemei igy korreldlatlanok lesznek, de fontos
kérdés az is, hogy milyen ezek négyzetes varhato-értékeinek az eloszlasa, hiszen ezeket az
elemeket akarjuk egymastol fiiggetleniil kvantalni és kdodolni, tehat fontos tudni, hogy
melyikre hany szimbolumot kell forditanunk a kivant jel-zaj viszony eléréséhez.

A matrixalgebrabol ismert, hogy diagonalis matrixok determinansa a f6atlo elemeinek a
szorzata, azaz:

R |-
i=1

¢s egyébként barmely korrelacio-matrixra a fatlé elemeinek a szorzata nagyobb vagy
egyenld, mint a matrix determinansa. Ebbdl kovetkezéen a KL transzformécio amellett,
hogy megsziinteti a korrelaciot a transzformalt blokk elemei kozo6tt, még minimalizalja is
az elemek négyzetes varhatd-értékeinek a szorzatat. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy a
lehetd legegyenlétlenebbiil , teriti” el azokat, mikozben megdrzi az dsszegiiket:

iM("z):M(“T n)=M(a-g) (a-8)-MET-AT A E)-ml’ -&)=IZK1:M(§?),

hiszen a transzformald matrix ortonormalt, igy A - A’ = E , azaz az egységmatrix.
Most mar csak az a kérdés, hogy a fenti transzformalt blokkot hany szimbolummal lehet
leirni adott jel-zaj viszony eléréséhez.
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Kovessiik a rész-savu kodoldsnal alkalmazott modszert! Legyen a kvantaldsi l1épcsdk
nagysaga azonos mindegyik transzformalt osszetevore! Okozzon v; zajt a visszaallitott
egylitthatoban a kvantalas. A rekonstrudlt teljes jel jel-zaj viszonya az aldbbi mddon
fejezhetd ki:

K

2.M7;
Pk My
ahol M7’ = 4,.

Vizsgaljuk meg, hogy hany binaris szimbolummal torténd leirast kell alkalmazni az egyes
Osszetevokre:
2
_1 ng_77i2 g A
2 My 2 My

Ejtsiik ki M v} -et a fenti két egyenletbdl:

nA:l-ld 4 P

i K
1
?Z’li
i=1

Az atlagosan sziikséges szimbolumok szdma pedig a kovetkezd lesz:

. p .

K K
ke
=1 i=1 % Z Z«i
i=l1
Folytatva azokat az atalakitdsokat, amelyeket a rész-savu esetben részleteztiink, a
kovetkezdket kapjuk:

e e e o 3 LA P
il

=l.1d(p)+l~ ii-zd(z.)—zd ii;ﬂ. =l.zd(p)+—-zd il
2 2 |5k K<) 2 2

KZﬂ

Amennyiben itt is megforditjuk a logaritmus alatt szereplo tortet, akkor az eredményiink
formailag azonos lesz a rész-sava kddolésra kapott eredménnyel:

de itt A =Mp’, a transzformalt vektor i-edik elemének a négyzetes varhato-értéke. A

korabbi allitas szerint viszont a KL transzformacid ezek szorzatat minimalizalja.
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A négyzetes kozéphibatdl kiilonb6zé hiiségkritériumok

Amennyiben a jel-zaj viszonyt haszndljuk hiiségkritériumként, akkor az elérhetd jel-
sebesség csokkentési értékek nem lesznek tul nagyok. Azt mondhatjuk, hogy a jel-zaj
viszony, vagy pontosabban a pontos értéktdl vald eltérés négyzetes kozépértékének
eldirasa igen szigora modon megkdti a jelalak vagy masnéven hulldmalak megengedett
eltérését, ami viszont nem tesz lehetdvé jelentds tomoritést.

Ahhoz, hogy a legkritikusabbnak tekinthetd forrasok, mint a beszéd, a hang (zene), a kép
¢s a mozgokép esetén a megfizethetd atviteli csatorndkon vald tovabbitasra alkalmas
tomoritési értékeket el lehessen érni, a hullamalak megdrzése helyett az emlitett
informécio hordozo kozegek végsd felfogdjanak, tehat az embernek a halldsat és 1atasat
telkintetbe vevo hliségkritériumokat kell talalni. Sajnos azt kell mondanunk, hogy a jel-zaj
viszonnyal 0sszemérheté mddon egyszeriien kezelhetd kritériumot napjainkig még nem
sikertilt talalni. Ennek kovetkeztében a matematikai modellek és elmélet helyett a technika
¢és a tomeges véleményvizsgalatok keriilnek el6térbe.

Innen kezdve maximalis csodalattal szemlélhetjiik a beszédre jol bevalt 8 kbps sebességii
tomoritési modszereket, amelyek tehat 64 kbps-rol indulva 12,5 %-ra tomoritik a beszédet,
vagy a 100 + 200 Kbps-ra tomoritett zenét, amely a CD mindség kozel 1,5 Mbps értékérol
indul, és kozel hasonlo ardnyt ér el, és ne feledkezziink meg a mozgdképek terén elért
eredményekrél, amelynél Mbps nagysegrendjébe csokkent a televizido mindségl
mozgoképek tovabbitdsdhoz sziikséges atviteli sebesség.

Ezek az itt emlitett eredmények a forrds tomoritését olyan hiiségkritériummal végzik,
amelyet ,,atlagos értékeld véleménynek”, Mean Opinion Score (MOS) neveznek, és az a
lényege, hogy a hallgatok, vagy nézok nagyszdmu csoportjai a kiilonb6z6é modszerek
eredményét Osszehasonlitva (példdul az eredetivel), melyiket milyennek értékelik egy
otfokozatu skalan. Igy azutan kivalo, jo, kozepes, gyenge és elfogadhatatlan eredményeket
kapunk, de sajnos az egész procedira matematikai modellezésére még nem taldltunk
megoldast, bar széleskortien miivelt kutatasi téma az emlitett informacié-hordozok felfogo
altal Iényegesnek tartott jellemzdinek a megragadasa.

C) Analég jel tovabbitasa digitalis csatornan

Befejezésiil feltesziink egy atfogobb kérdést is: milyen mindségli rekonstrualt analog jel
jut a felhaszndlohoz, ha a digitalis csatornan (miként az természetes) szimbolumtévesztés
torténik? A valaszt egy viszonylag egyszerl, de a 1ényegre ramutaté modell alapjan adjuk
meg.

A vizsgalandd hirkozlési modell a kovetkezd abran lathatd. Az analdg forras C; jelét az
A/D jeli (analog/digitdl) tomb alakitja at & szimbolumsorozattd. Ezt a

S &k & S
F A/D c D/A N

3.1. &bra A vizsgalt modell

szimbolumsorozatot tovabbitja a digitalis csatorna, amelynek kimenetén - az idonkénti
szimbolumtévesztésektdl eltekintve - ugyanaz a sorozat van. Ebbdl a kimeneti sorozatbdl
allit vissza a D/A jelii tomb egy, az eredeti jelhez kozeli analdg jelet, amit ¢ hullammal
jeloltiink.

Az eddigiek alapjan mar tudjuk, hogy mekkora lesz a kvantalasi hiba, de arr6l még nem
ejtettiink szot, hogy mi lesz az eredménye a digitdlis csatornaban eltévesztett
szimbolumoknak. Azt konnyt felismerni, hogy a két zajforras, tehat a kvantalas és a
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szimbolumtévesztés fiiggetlentil miikodik, és igy a kimeneten altaluk keltett zajosszetevok
négyzetes varhatoértékei osszeadodnak. Ha a kimeneti rekonstrualt analog jel mindségét
jel/zaj viszonnyal jellemezziik, akkor az aldbbi Osszefiiggést allithatjuk fel:
M(jel)?
Pri = 2 2
M (kvt)” + M(tév)
Ha az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a jel egyenletes eloszlasu (-C,C)-ben,
akkor a négyzetes varhatd értéke konnyen ellendrizhetden C2/3 lesz. Mivel a kvantélasi

hibat korabban kiszamitottuk, mar csak a szimbolumtévesztés hatasat kell meghatarozni.
Tételezziink fel binaris csatornat, bitenként fiiggetlen P, hibavaldszinliséggel, és csak a

szimbolumonkénti egyetlen bithiba hatasat vegyiik figyelembe! Mivel az n bittel leirt
szimbolumokban, mint mintaértékekben keletkezd hiba lényegesen fiigg attol, hogy
milyen helyi-értéke van az eltévesztett bitnek, ezért a hiba atlagos értékét az alabbi moédon

szamithatjuk:
cY cY cY
M(tév)’ =P, -C* + P, (—j +P (—) +o+ P ( ‘j
2 4 2"
ahol az els6 tag a legnagyobb helyi-értékli bit (MSB) tévesztése altal keltett dsszetevod
értéke a rekonstrualt mintaban, mig az utolso tag az LSB tévesztése altal okozott hiba. Ezt
az Osszeget feliilrdl becsiilhetjiik egy mértani sor 0sszegével, ami elég pontos, ha n értéke

elég nagy:

2
M(tév)* ;Pe-ch—M@.%

-1

Ha behelyettesitiink a p,; kifejezésébe, akkor a kovetkezot kapjuk:

C2
R N
ki T 2 2 T A-2n
C L p O 2R
3.27" 3

Ennek az igen egyszerti Osszefliggésnek, amelyben tehdt a kvantalasi értékeket leiro
bindris szdmjegyek hossza ¢és a digitalis csatorna bit-hibavaldszinlisége szerepel,
kiértékelése van még hatra. Erre a legegyszeriibb diagramokat szerkeszteni. El6szor
megmutatjuk a csatorna ekvivalens jel/zaj viszonya és a bit-hibavaldoszinliség kozotti
jellegzetes kapcsolatot, amit a dontési problémak vizsgalatanal ismertiink meg:

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

ekvivalens
jel/zaj [dB]

-10 -

-12

14

3.2. ébra Bit-hibavaloszintisége az ekvivalens jel/zaj fiiggvényében
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A kimend jel/zaj viszonynak és a csatorna ekvivalens jel/zaj viszonyanak a kapcsolata,
ahol a gorbéket a kerekitési szintek szaméat meghatdrozé kodszo-hosszakkal

eredé
60 jel/izaj [dB]
50 - n=8
40 -
30 -
20 -
ekvivalens
10 jelizaj
O Bl L L L I I T T T T T T T T T T
|t z3ase T 9101112131W4
-20
paramétereztiik:

3.3. dbra A eredd jel/zaj és a hibavaloszinliség az ekvivalens jel/zaj fliggvényében
- -

Fuggelék: A predikciés nyereség hatarértékének bizonyitasa

§§
Emlékeztetdiil, a predikciés nyereség a gyengén staciondrius & négyzetes varhato-
értékének ¢€s a d eldrejelzési hiba négyzetes varhatd-értékének a hanyadosa:

G, = Ms, .
7 M6,
A predikcids hiba négyzetes varhato-értékét kordbban az alabbi modon jeloltiik:

g(c) = Mé‘o2 = M(§K+l - ici fz}

Ha a teljes multat tekintetbe akarjuk venni, akkor

P 2
M502 = M(‘flﬂl - Azci é:zj .

Ezzel természetesen egyenértékil a kovetkezo:

Ms; = M(fk _ici 'é:k—ij :

A feladat pedig az volt, hogy keressiink olyan c¢; egyiitthatokat, amelyek minimalizaljak a
fenti kiilonbséget.

[rjuk at egy kissé a fenti osszefiiggést! Vonjuk be valahogy &; —t is a szummaba! Irjuk a
kovetkezot:

1d(G,)=- % TZdew
-B

2
Mé; = M(Zai -gk_l.j ,ahol a, =1.
i=0
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Ez a szumma lathatéan tartalmazza &; —t is, valamint a korabbi tagokat, viszont a
minimum eléréséhez nyilvan a, = —¢; kell legyen, kivéve i = 0 esetén.

Ertelmezziik tjra a feladatot! Minimalizalni kell valaminek — jelélie m - a négyzetes
varhato értékét, ahol tehat:

n= Zai Chei»
i=0

ami egy sulyozott 6sszeg, és igy egy digitalis sziir6 kimendjelének tekinthetjiik:

E —» Ho, —»n

Jol ismerjiik viszont, hogy egy linearis invarians transzformacié miként transzformalja a
bemenetre jut6 folyamat spektralis siirliség-fiiggvényét:

2
sq(a))=|Hw| -Sf(a)).
A kimeneten 1évd folyamat spektralis striségének az ismeretében a minimalizdlando

négyzetes varhato-értéket konnyen kiszamithatjuk:
B

My = .[sg(a))-|Hw|2da)
-B
ahol feltételeztiik, hogy a bemend folyamat B-re savhatarolt.
Tehat azt a H, -t keressilk, amely a fenti kifejezést minimalizdlja. A keresett
transzformacio alakjat jol ismerjiik a z, illetve az ® tartomanyokban:
H(z)=Ya,-z", H,=Y a-e’""* ¢és ay=1.
i=0 i=0
Allitas: Mz, akkor lesz minimalis, ha H,, a kovetkezé:
S

Sg(a’)

ahol § = allando, amely biztositja az a, =1 - et.

1| =

- 5 , valamint H, tetszéleges, de mindegyikre teljesiiljon az

Sg(a’)

Bizonyitds: Legyen ‘flw

a,=1.
Ekkor a predikcios hibdra irhatjuk a kovetkezot:

~

B
Ms; =M =¢(H,), igy E(Hw)—g(ﬁw): I(|Hw|2 -1

2]

2)sé(a))da)

-B
Az integralon beliili kiilonbség kis atrendezésével az alabbit kapjuk:

e(t,)-(AL,)= [|7f -s.(0)

-B
Az integralon beliili zardjelben 1évo kiilonbségrél konnyen kimutathatjuk (két polinom
hanyadosaként) a kovetkezdket:

% :1+b1 _e—j»(u/ZB +b2 ‘e—j»w-Z/ZB +b3 .e—j-wG/ZB NI

2]

~

H

[

2

@ |
~

2
-1lldow.

[0

és
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2

H

«

~

=1+b] +b; +b; +- -+ exponencidlis tagok.

2]

Ezzel:
~ 2 S
e(H,)- E(Hw)z J.—-sf(a))- (bf +b; +b; +---+exp tagok)da).
B¢ (a))
Az integralban S nem lehet negativ, ugyszintén az egyiitthatok négyzetei sem, az
exponencialis tagok integralja viszont nulla, igy:

e(H,)-e(,)= TS-(bf B} + B2+ + exp tagok Jdw > 0,
-B

tehat az allitas igaz.
Ezutan meghatarozhatjuk, hogy mekkora a hibaja a legjobb eldrejelzésnek. Ehhez S
kiszamitasat kell elvégezni:

B B
minM7; = J.sé(a))-‘l-wlw‘zda) = J.S-da) =S§-2B, de ugy, hogy a, =1 legyen.
-B -B

A H .- Ta vonatkozO6 — most bizonyitott — feltételiinkben vegyiik mindkét oldal
logaritmusat (példaul 2-es alaput):

~ |2 S
|| = d——
=
ld, )il =1 S ia a5 1 )
N Se Sz;(a)) S¢ Se

(A baloldalon csillaggal jeloltiik a konjugaltat, a jobboldalon az atlagos spektralis
striiséggel bovitettiink, elkeriilve a dimenzid probléma;jat.)
Vegyiik mindkét oldal integraljat —B és +B kozott:

B B

[(@(@,)+1alf ) do= | (ld S MJda)

-B -B S¢ Se
Megvizsgalva a baloldalon 1év6 integralt, megallapithatjuk, hogy annak értéke nulla, mert
az ld (ﬁ w) a kovetkezd modon fejezhetd ki:

ld(ﬁw)= ld(iai ~e_j'i"’"”/3j, és a,=1.
i=0

Kifejtve a szummat:
1d(f,))=1d(1+a, e +a, ¢ 4...).
A logaritmus argumentumat jeloljik (1+x) — el, és vegyiik a derivaltjat:

d 1 d 11
L) =—— L+ x)=
4 40+) n2) dx n(l-+x) n2) 1+x

Vegylik észre, hogy a masodik tényezd egy mértani sor dsszege:

1 2 3
_d 1 -—— 1= — X ).
xld( +x) 1 (2) ( X+x"—x *£ )

Ennek sornak, mint derivaltnak a primitiv fiiggvénye a kdvetkezo:

2 3 4
zd(1+x)=@.(x_x_+x__x_i...j

2 3 4
Most vegyiik figyelembe, hogy mit jeldltiink x-el:
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ld(1+a1 .e—j-wvr/B +a2 ]Za)/r/B )

(za —j i-w7/B _%(iai .e—j-i.a)vz/B]z i]
i=1

Vegyiik észre, hogy a zardjelen beliil 1év6 tagok tovabbra is csak e/"“'** alaktak, de
megvaltozott egylitthatokkal:

o0
—j-wr/B —j2a)7r/B —ji-wr/B
ld(1+a1-e +a,-e ) [Ek, e j
1

Tehat :
ld(ﬁw)=ld(l+al Lo i wlB ta,-e ~jron/B )

()

Végiil maradt még az integralas —B-t0l +B-ig:

B - B 1 0
ld\H,)do=|——-| Y ke """ |do=0
Juf, o= s (S Jaw=o,
hiszen a szumma barmely tagjanak az integralja:

Te/-i-wmg dor— g rons el e Dsin(i-z)
—-ji-n/B|, ji-xlB i-7/B

-B
Ugyanez igaz természetesen a konjugaltra is, igy:

[lalit, )+ (it deo= o,

-B

B
0= J.(ld S _1a M}la),
N S
-B 3 3

azaz:

amibdl:
2B-1d > jZd sl@) 4,
F F
Viszont a keresett predikcios nyereség:
s.dw
” Mé, minMzy, S-2B S-2B S
Vegyiik a kettes-alapu logaritmusat:

1d(G,)= ld[%] - —zd[%J .

Erre viszont két sorral feljebb kaptunk egy eredményt, amit behelyettesitve:
1 ¢, s ¢ (a’)
1d(G,)= 55 _jzd 22 o,

S
4
¢s ezzel igazoltuk a predikcios nyereség hatarértékére vonatkozo 6sszefiiggést.
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