Zajos jel vétele

Digitalisan modulalt zajos jel vétele esetén megfigyeljiik a csatorna kimenetét, €s szeretnénk
minél biztosabban megallapitani, hogy mi volt a csatorna bemenetén. Mar a moduléci6 végén
utaltunk arra, hogy a dontést a jeltérben hozzuk meg.
Emlékeztetdiil felsoroljuk az ortonormalt jeltér alapvetd jellemzdit:
- ateret az alabbi bazisfiiggvények feszitik ki:
@), 0<t<z,, j=L.,N

- amelyek skalaris szorzata:

(0,0.0,0) = Ico_, (1)- 0, (1)t = {(1) i:‘(

- ¢s ajelekre nézve a tér teljes:

N Ty
x()=x,¢,(t), i=l.,M; ahol x,= Ixi(t)-goj(t) dt .
= 0

Fehér, Gauss zaj a jeltérben

Vizsgaljuk meg, hogy miként irhato le a zaj a jeltérben! Az additiv, azaz jeltdl fliggetlen zajt
modellezziik egy konstans spektralis stirliségli normalis folyamattal, vagy masik szokasos
elnevezéssel, fehér Gauss folyamat-tal! Ugyan jol tudjuk, hogy ennek a folyamatnak nem
korlatos a négyzetes varhatoértéke, de rogton meglatjuk, hogy a jeltérbe ,,vetitve” egy nagyon
jol hasznalhaté modellt képvisel.

A v -nek nevezett, nulla varhatoértéki, fehér Gauss folyamat spektralis stirtiségfliggvényére €s
korrelécio fliggvényére az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

s, (w)=s,,—0<@w<®

R, (7)=s, Ie”’”dw =2-7-5,-0(7) ,
ahol a konstans Fourier transzformaltjaként is megadhat6 Dirac fiiggvényt vettiik észre.
A Gauss folyamat n dimenzios egylittes siirliségfiiggvénye:

1 "K' (x-m
£.(x)= 1 ez( )R )’
|K|(27r)"
ami jelenleg (a korrelalatlansadg miatt) a kovetkezore egyszertisodik:

1 _;Z":xz.
L= e T
(oy(27))
Vetitsiik ezt a zajt a bazisfiiggvényekre:
v, =jv(z)-¢_,(r) dt;: j=1..,N .
0

Jol lathatd, hogy a v(¢) zaj jeltérbeli 6sszetevoit linearis transzformacidval kapjuk, tehat a
komponensek is normalis eloszlastuak, nulla varhatoértékiiek, és szorasnégyzetiik a kovetkezd:

M(vf)zM(jv(t).(pj(r) dt-jv(9)~(0j(19) dS] .
0 0
Szamitsuk ki ezt a varhatoértéket:
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M(v?)= ”M{v(t)-v(g)}-goj () -¢,(9) dt d9= 272'-SOJ‘I§(I—3)-¢J. (0)-9,(9dt d9=2x-s,,

mert a varhatdértékben felismerhettiik a korrelacio fiiggvényt.

(Megjegyezzik, hogy a dirac-delta az integralban ,,mintat vesz” a szorzotényezobol, igy
példaul a ¢ szerint integralva el8szor, ¢,(9)-t kapjuk. A bazisfiggvények pedig
ortonormaltak, tehat szorzatuk integralja 1-et ad.)

Eredményiink igen fontos, és jelentds. Azt mondja, hogy a fehér zajnak a jeltérbe vetitett
Osszetevoi korlatos négyzetes varhatoértékiiek, annak ellenére, hogy maga a folyamat, amibdl
a vetités késziilt, végtelen négyzetes varhatoértékii. Persze rogton felmertil a kérdés, hogy
hova tlint a végtelen. Nem tortént hiba, mert a zaj jeltérbeli komponensei nem adjak ki a teljes
zajt:

VO =2 v, 0,0 +7(0)

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a jeltér nem teljes a hasznélt zajmodellre nézve, és a ¥(f) csak

végtelen sok dimenzidju vektorral reprezentalhat6. Ez viszont nem probléma, mert olyan

zajkomponensek maradnak igy ,,figyelmen kiviil”, amelyek nem kapcsolatosak a jellel, azaz:
M(x; -v (1)) =0,

tehat a ,,maradék” irrelevans a jelre vonatkozoan.

Megjegyzést érdemel még az is, hogy a jeltérbe tortént vetitéssel kapott fenti eredmény a

zajkomponens idOrésbe jutd energiajat adja, hiszen a 7, idotartami bazisfiiggvényekkel

végeztiik a vetitést. Az igy kapott zajenergiaval kell megkiizdenie az idOrésbe jutd

jelkomponens energidjanak, amikor a zajos csatorna kimenetén a dontést meghozzuk.

Jel plusz zaj a jeltérben
A modulalt jelet plusz az additiv zajt jeldljiik az alabbi mdédon

(@) =n()+v(t).
Digitalis modulaci6 esetén véges iddszakokat, 01.n. idéréseket hasznalunk egy-egy szimbolum
tovabbitasara, ezért a modulacional mar bevezettiik az idérésenkénti jelolést is:

7, () =1, () + v ()
(itt a jel mellett szerepld k index azt kivéanja jeldlni, hogy a modulald szimbolumtol fiiggden
valamely meghatarozott elemi jel van az idérésben, viszont a zaj melldl elhagyjuk ezt a jelet,
azt hangstlyozva, hogy az el6bbitdl fiiggetleniil, és részleteiben érdekteleniil adddik a jelhez a
zavaro zaj)
A modulécio jeltérbeli leirasakor a modulalt jelre a kovetkez6t kaptuk:

N
.=V k)9, (1), i=1..,M, —o<k<w,
J=1
igy
> S i Y ~
7@O=nO+vO) =3 ¥ (k)-0,(O)+ D v, -9, () +V(0) .
j=1 Jj=1
A vett zajos jelnek a jeltérbeli leirasa pedig az alabbi lesz:

pk(t) = zy(;l) '(Dj(t)—l'zvj '(Dj(f) =

J=1 . JZ] .
= p:(yl() y&l) y](v)>+(‘/1 Vj VN>:yi+v
azaz az i-edik elemi jel vektora plusz a zajvektor.



Ilusztracidként tekintsiik példaul a QPSK moduléciot! Tegyiik fel, hogy az 1-es elemi jelet
kiildtiik a csatorndba, és az aldbbi 4bran lathaté zajkomponensek adddtak hozza.
Természetesen az idétartomanyban is abrdzolhatjuk a zajos jelet (feltételezve valamilyen
lefolyasat a zajnak), de ott sokkal ,,zavarosabbak™ a viszonyok. Mutatunk egy ,,felvételt”

@,(t) &

P S\ A | eP=Yrtv

! i M

O—»
Vi ?, (t)

szimuldlt zaj esetén. Az abran lathatd egy szinuszos és koszinuszos elemi jel, a normalis
eloszlast zaj (ez vords), valamint a két vetiilet ,kialakuldsa”, tehat a bazisfiiggvényekkel
képezett szorzat ,,integralodasa” az idorés mentén:

(¥
il inih

A zajos jelnek a jeltérbeli illusztralasa utan térjiink ra a dontési szabaly vizsgalatara.

A dontési szabaly a jeltérben

Korabban megallapitottuk, hogy a legjobb dontést igy hozhatjuk meg, ha keressiik az a-priori
valoszinliségek ¢€s az elemi jelekre vonatkoztatott megfigyelések valoszinliségei szorzatanak a
maximumat. Ez a jeltérben, mint dontési térben a kdvetkezo:

i =argmax{P,-Pr(p|y")},
azaz keressiik meg azt a hipotézist (elemi jelet), amelyre vonatkozéan a megfigyelt p vektor

valoszinliségének €s az elemi jel a-priori valoszinliségének a szorzata a legnagyobb. A keresés
eredményén nem valtoztat, ha a logaritmust vessziik:

i =argmax{In P, + InPr(p|y")}.



Fehér gaussi zajra egyszerien megadhatdé a masodik tag. Mivel a fehér zaj, mint lattuk,
korrelalatlan, ezért N dimenzids egylittes, feltételes sﬁrﬁségfﬁggvénye az alabbi:

1 475 Z(P,

Pr(Ply“))j—Y-e ,
27[-\/%

ahol felhasznaltuk a vetitett zajkomponensek négyzetes varhatoértékére kapott 27 -s,

eredményt.
A dontési feladat elvégzésének szabalya megadhatdo a dontési tér részhalmazokra torténd
particionalasdval. Az elbbi értelmében az i-edik részhalmazra fenn kell alljon:

={p|InP+InPr(p|y?)=InP, +InPr(p|y"), k=i,

tehat mindazokat a p vektorokat ide soroljuk, amelyekre az egyenlétlenség teljestil. Illetve
rendezhetjiik az egyenl6tlenséget:

~ P . P ©
4 ={ ol 1n—’+1nLy(k))zo, Vkil},
B Prlply™)
¢s igy a feltételes valosziniiségek hanyadosanak logaritmusa nagyon egyszert lesz:

~ P N N . .
4, = { plin—-+ (Zl(p,» =3 =2(p -y, ))2) >0, k= z}.
J= J=

k S8

Négyzetre emeléseket elvégezve rendezve:

~ P i 1
Ai={p|1n—’ (Z(yﬁ“z ”)+2Z(py§) Py “))>0 Vkil}
P 4r-s,

Tekintetbe véve, hogy az egyik szummaban felismerhetdk az elemi jel-energidk:
Zyﬁ") =E; Zyﬁ” =E,

az i-edik részhalmazra kapunk egy kifejezést, amely szamos konstans mellett tartalmazza a
megfigyelésnek a jelterbe vetitett p; dsszetevdit:

4 i N L)y :
A p|In—+—+ E —E+2X(y)" -y, ) p, |20, Vk#ip.
P, TS, j=1 :
Talan jobban attekinthetd alakot kapunk, ha az egyenl6tlenség egyik oldalara gyujtjiik a

megfigyeléstol fiiggd elemeket, a masik oldalra pedig az allanddkat:

08 - p,
A4 ={p| = > E=h 1n§, Vk#iy.
27 -, 47r S,

i

Végiil még azt mutatjuk meg, hogy azonos jelenergidk, és a-priori valoszinliségek esetén
mennyire egyszerl lesz a legjobb dontést eredményezd részhalmaz kifejezése:

N
{pl Zy(” ijZly_f-"’-p_,, Vkil}-
=

A megegyez6 jelenergidk és azonos a-priori valosziniiségek egyébként tobb szempontbol
kedvezdek, tehat toreksziink a megvaldsulasukra.

A kovetkezd abrakon szemléltetni kivanjuk a most meghatarozott dontési részhalmazokat,
azok kialakuldsat QPSK ¢és 8PSK modulaci6 esetén. Lathatd, hogy azonos valdsziniiségek ¢és
jelenergidk esetén a dontési tartomanyok negyed- illetve nyolcad korcikkek lesznek.

A dontési szabaly lerdgzitése utan foglalkozzunk a dontési algoritmussal!
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Dontési tartomanyok QPSK modulécional
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Dontési tartomanyok 8PSK modulacional



Az optimalis déntési eljaras koherens demodulacional

Jelenleg a dontési szabdly, illetve a dontési tér részhalmazai helyett praktikusabban kozelitjiik
a feladatot. Azt a kérdést valaszoljuk meg, hogy milyen eljarast kdvetve tudjuk betartani az
optimalis dontési szabalyt. Ehhez térjiink vissza a dontési célként megfogalmazott feladathoz:

i =argmax{ln P, + InPr(p|y")},

amely célkitlizés gaussi fehér zaj esetén, tekintve a feltételes valdszintiség-siirtiséget:

N

1 (i)y2
i 1 Y Z(pjiy’ )
Pr(p|y") = e T F
b fa]
az alabbi lesz:
; 1 o SR G
[ = argmax{lnPi + lnﬁ_e 505 Y
i - SO

Képezve a logaritmust, kapunk egy konstans tagot is, amelyet elhagyhatunk, mert valamennyi
elemi jelre megegyezik. A megmarado kifejezés az alabbi:

L 1 N ()2
i = argmax{In P, - (o, =)
i T8, j=1

Néhany praktikus megallapitast tehetiink a kapott Osszefiiggéssel kapcsolatban: (i) amikor
attériink a maximum kivalasztasanal a logaritmusra, akkor érdekes helyzet all eld, mert 1-nél
kisebb mennyiségek (valdszinliségek) logaritmusardl van szd, tehat a logaritmusok negativak,
¢s a maximum a legkisebb negativ lesz. (ii) amennyiben azonosak az a-priori valosziniiségek,
akkor InP =—-InM , és a maximumot akkor kapjuk, ha a szumma a legkisebb. Mi is ez a

szumma? Nem mas, mint a vett zajos jelnek a jelterbeli p, komponensei €s az elemi jelek

jeltérbeli y;") komponensei kiilonbségeinek a négyzet-Osszege. Ez pedig a vektorok

euklédeszi tdvolsdganak a négyzete. Tehat azt a hipotézist (elemi jelet) kell elfogadni,
amelynek megfeleld jelvektorhoz a legkdzelebb van a vett vektor.

Ha a teenddk egyszeriisitése érdekében tovabb egyszerisitjiik a kapott Osszefliggést, kifejtve a
négyzet-0sszeget:

N i N i i)2
2(p, =¥/ = 2P =2p, - + 1),
Jj= j=

akkor észrevehetjlik, hogy az elsd tag i-tdl, tehat az elemi jelektdl fiiggetlen, a harmadik tag
pedig az i-edik elemi jel energidja. Ezeket figyelembe véve az alabbi kifejezést kapjuk:

: £ S 0
i =argmaxy| InF ———|-27-s,+ X p, ¥, -
‘ =

i 4r-s,

A kapott Osszefliggés ugyanazt mondja mint a kordbbi, de most ez a kdvetendd tennivalora
utal, mig korabban a dontési tartomanyokat allapitottuk meg az Osszes lehetséges parra
torténd dsszehasonlitassal.

Olvassuk ki a tennivalot! Ki kell szamitani a vett jelnek a jeltérbe vetitett vektor-
komponenseinek és az elemi jelek jeltérbeli vektorkomponenseinek a szorzat-6sszegét, ehhez
meg kell keresni ezek koziil a legnagyobb értékiit. Azt az elemi jelet kell elfogadni, amelyre
ez az érték a legnagyobb. Tombvazlatban is megfogalmazhatjuk az el6bb elmondottakat. A
csatorna kimenetén észlelhetd () jelbol, amely pontosan egy elemi jelnek megfeleld T
idézitésu, elkészitjiik a jeltérbeli leképezést a bazisfiiggvényekkel. Elkészitjiik a kapott
vektornak és az elemi jeleknek a skaldr-szorzatait, majd ezekhez hozzaadjuk a konstansokat,
¢s kivalasztjuk koziiliik a legnagyobbat:



) -
—>
) 4 0 szer 1 Max
r(f) . ska- — 4+ —, keres6 .
7 l
B J‘ dt — lar ¢,
(pj(t) T 0 J Szolr_ > + /
Z0O: g N
E.
oy () T g o c A ¢ :(lnPl.— : jZ;r Sy
Y M 4r - s,

A jeltér persze nem azért jo, hogy tobb munkank legyen, hanem a viszonyok ¢és feladatok jobb
megértését szolgalja. Ugyanis a fenti feladatokat egy kicsit egyszeriibben is elvégezhetjiik, ha
,»kihagyjuk” a jelteret:

2= j F(0)- @) di- " =[r(0)- ) ;1) dit = j r(0)- "

J=1 J=lo 0 J=1 0
tehat ahelyett, hogy a vett jelet és az elemi jeleket ravetitenénk a jeltér bazisara, majd a
vetiiletek vektorkomponenseinek vennénk a skalar-szorzatat, kozvetleniil is elkészithetjiik az
azzal egyenértékii skalar-szorzatot a vett jel és az elemi jelek kdzott:

I o)

—>—>+

yt(l) T o M \\
(1) <I’(t) y(2)> Max
s X — |dt s+~ A
r(?) ) 0 — keres6 {
B ——— t
o (r(0.0")
yt(z') T 0 G /
Ty <F(t) y‘M’> /
L » X — dt —» > c,:(ln[{— E, J'2”'So
yO0 T 0 ¢, vl 4z - s,

Ennek a résznek a cimében jeleztiik, hogy a koherens optimalis vételt hatarozzuk meg. Egy
rovid utaldst mar tettiink arra nézve, hogy pontosan egy-egy idorésre iddzitett r(r)
jelszakaszon kell a miiveleteket elvégezni. Hely és 1d6 hidnydban azonban nem foglalkozunk
a vételnél elvégzendd idozitési feladatok elméleti vonatkozasaival, amelyek ugyancsak
nagyon fontosak és érdekesek. A kovetkezokben viszont valaszt keresiink arra, hogy
mennyire jo a legjobb dontés, azaz mekkora a tévesztés valdsziniisége.



Az optimalis koherens déntés hibavalosziniisége

A dontési tér részhalmazokra osztdsdhoz adott illusztraciok mar sejteni engedték, hogy nem
minden dontésiink lesz hibatlan, mert pozitiv a valdszinlisége annak, hogy a feltételezettol
kiilonb6zé szimbdlum esetén j6jjon létre egy-egy megfigyelt érték. Most még jobban ki
akarjuk emelni a tévedések lehetdségét, ezért a korabbi illusztraciot kisebb jel-zaj viszonynal
megismételjiik, de csak QPSK = 4QAM esetén:

_--..',rf"f:’*:‘q'é‘i ;
- !l:' *'l ‘ s Rt :.:'o:f:‘féc,‘o-
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A két abra a feltételes stirliségfiiggvényeket mutatja a jeltérben, megegyezd jelenergiak és a-
priori valoszintiségek mellett. A baloldali abran linearis, a jobboldalin logaritmikus a Iépték a
fiiggdleges tengelyen. JOl latszik, hogy a negyed térrészekbe, mint optimalis dontési
tartomanyokba kolcsondsen atnyulnak a stirliségfiiggvények. A helyes dontés valdszinliségét
a megfeleld térrészben a legnagyobb feliilet alatti térfogat adja, a hibas dontését pedig az
alatta 1€v0 feliiletek altal hatarolt térfogat.

A Bayes tipusu feladatoknal a dontés mindségét az atlagos hibavaldszintiséggel jellemezziik:

M ~ .
P=3P-PpeAl|y’)
i=l
azaz az i-edik elemi jel jutott a csatorndba, de a megfigyelt vektor nem esett az i-edik
részhalmazba. Ugyanezt kiszamithatjuk a kdvetkezé modon is:

M ~
P=3P-[i-P(ped |y

i=1
Az alabbiakban bemutatunk néhany olyan esetet, amikor a hibavaloszinliséget viszonylag
konnyen ki lehet szdmitani. Sok érdekes esetben azonban csak felsé korlatot sikeriil adni,
amivel itt nem foglalkozunk.

A BPSK hibavalésziniisége

Azt mondhatjuk, hogy ez egy rendkiviil egyszerii feladat, mert az egydimenzios jeltérben az
additiv fehér Gauss zaj egydimenzids valosziniiség stirliségfiiggvényével kell szamolni:

2278

1
fv(x)—ﬁe

Ezzel a strtségfiiggvénnyel jellemzett zaj adodik a

jeltérben J_rA,/T—zo nagysagu  jelvektorhoz. A R

viszonyokat a mellékelt dbran szemléltetjiik. A negativ
értekti vektorral képviselt szimbolum a példaban 2/3
valdszinliségli, mig a masik értelemszertien 1/3. A




dontési tartomanyok az egymast keresztez6 gorbéknél feltiintetett fiiggéleges vonaltol balra és
jobbra vannak, a dontési hiba pedig a nyilakkal mutatott teriiletekkel ardnyos. A
strtiségfiiggvények szélessége (,,kOvérsége”) a zaj négyzetes varhatoértékétol fligg, a kdzepiik
pedig a jelenergia négyzetgydkével aranyos.

A dontési hatart (,,kiiszobot) a kovetkezo egyenlet megoldasa adja:

(x+44J74/2)? (x=Aqf74/2)?
P. 1 87 22715, —pP. 1 67 2275,
0 -4
2748, 27ys

Egyszertsitve, rendezve és logaritmust véve:

1PO (x+ A7, /2)  (x— A7, /2)
n—= —

I 227, 2275,

Kicsit rendezve:
B 4-x-A\z,/2

In—=
P 2-2m-s,
Az eredmény:
s
x=——20 .In=% .
Ayz,/2 R
A hibaval6szinliséget a kdvetkez0 integralok adjak:
s B
p o (tdyrg/2)° Afre 2 B (=41 /2)
_ 0 2275 2:27-s
P = 5 : .[ e © dx+ 5 I e © dx
TSy sy n T+l Sy -
Ato/2 R

Az integralokat ugy kell atalakitani, hogy nulla varhatoértékii €s egységnyi szorasu Gauss
gorbék szerepeljenek benniik, mert mint tudjuk az exp(-x”) alakii fiiggvények nem derivaltjai
semmilyen fiiggvénynek, de kidolgoztak igen gyors €s pontos numerikus méddszereket az G.n.
standard hibaintegralra:

ezdz— e2d2—®( X),

O(x):=

/_.[ i)
itt O(x) az egyik gyakran hasznalt hibafiiggvény, mig ®(x) a standard normalis
eloszlasfiiggvény. A masik gyakran —¢s altalunk is — hasznalt hibafliggvény az alabbi:

2T e
erfc(x) == — I e dz.
N

A Q(x)-el val6 kapcsolata a kovetkezo:
1 2 %
= —erfc(x/ x/E , mivel erfc(x)=—=|e* d
O(x) 5 (x ) (x) \/; ;[e Iz

A fenti fiiggvényeket a mellékelt dbra illusztralja.

f= Jl—ez
d(x) = J_ j Zdz
O(x) = Eerfc(x/ﬁ)

10



Térjiink vissza a BPSK hibavaloszintiségéhez! Az els6 integralban az alabbi helyettesitéssel:
TS, F,
-In

Az, 12 YNEND) P FANT/2
+
il i dz ! és az alsé hatdr Y20 !

B N2:27-s, 2524/2-27%% ’ \/2-27r-s0

felismerjiik:
TR Rk
5-erfc( fo l )
V227,

Hasonldan jarhatunk el a masodik integrallal is, de nem folytatjuk, mert altalaban csak a
megegyez0 a-priori valdszinliségek esetén szoktdk a megoldast vizsgalni. Ennek az a
magyarazata, hogy a forraskodolassal altaldban erre, vagy ennek jo megkdzelitésére
toreksziink, hiszen ekkor fognak az egyes binaris szimbolumok kozel egy-egy bit informaciot
tovabbitani.

fgy P =P :% esetén a két integral értéke megegyezik, a dontési kiiszob nulla lesz, és
konnyen ellendrizhetden az alabbi eredményt kapjuk a hibavaldszintiségre:
(x4 A7y /2)°
1 ° 2\m-s T
P = e PN odx= 4 Ie’z dz

.= | Sy
27\Sy % 2748, AJzy/2

1
= —-erfc
5 (

A QPSK és a QAM hibavalésziniisége

Additiv fehér Gauss zaj esetén viszonylag egyszerli modon kaphatunk egzakt eredményt a
QPSK ¢s azon xQAM esetekre, amelyeknél x=2%* . Tehat pl 4QAM, 16QAM, stb. Ez abbdl
kovetkezik, hogy ekkor a modulacié tgy viselkedik, mint két fliggetlen tobballapotu PAM.

A tobbszintii PAM-et szomszédonként azonos tavolsagu elemi jelekkel hozzuk 1étre:

N A A | A A A P1(t)
O O O——C0O @), O, >
-5y1  -3y:1 - Y1 Y1 3y1 5y1

A kvadratura modulaci6 pedig egy erre ,,merdleges” tobbszintli PAM hozzaadéasaval jon létre.
A moduldcio részben ezt kordbban részleteztiik.

Elsé Iépésben hatarozzuk meg egy tobbszintli (M-aris) PAM-re a hibavaldsziniiséget! A
viszonyok szemléltetésére nézziik a mellékelt abrat:

Itt példaként egy négyszintii PAM -

T ™ T VDN
esetén (-3, -1, 1,3) azadditivzaj °° /!
valoszinliség stirliségfiiggvényei  orf - - 1- /-1 - QX S A R W
lathatok, megegyez0 a-priori va-  °°[ ==~/ "1 Ty
Lo . . iy 05— ——Af---f---f-——+
losziniisegek esetén. Az dbra aljan .| [ 1 __ Zi/, 1t
bejeloltiik az optimdlis dontési e 7’”}\* -
4 " r . 02— —A 4 ————+ —— /- — —
tartomanyokat. Ebbdl az latszik, .| 7[ j: o :f 7[ 737 Nl f:
hogy vannak ,,bels6” jelek, ame- : L L e
gy ka4 J 9 -5 -4 -3 2 -1

lyeket kétoldalrol zavarnak, a
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szomszédaik ¢és vannak ,szEls6” jelek, amelyeket csak az egyik oldalrdl zavarnak a
szomszédok. Belsd jeleknél hiba keletkezik mindkét iranyban, sz€lsd jeleknél csak az egyik
iranyban, valamint a két szélsé jel egy belso jellel ,.ér fel”. Ennek kovetkeztében azonos a-
priori valoszintiségek, és azonos jeltavolsagok esetén:
M -1
P = v Pr(|zaj|>a Jeltavolsagok felénél)

a jobboldali szorzétényezot az abra megmagyarazza, mivel jol latszik, hogy a szomszédos
jeltavolsagok felénél nagyobb zaj téves dontést eredményez. A baloldali tényez6 pedig a két
sz€Is6 jel 1-el csokkentd hatasat képviseli, mivel ezek csak ,befelé¢” okoznak hibat, tehat
ketten csak egy belsd jellel érnek fel, igy az atlagos hiba (M-1)/M aranyban csokken.

A jeltavolsagok fele:
4. |5
2 2

az additiv fehér Gauss zaj N dimenzios egyiittes valoszinliség slirliségfliggvénye:

1 N

1
ﬁ/(x)_(zﬂ_\/g)N e

Ezzel a hibavalosziniiség:

e =
M 2784/, M 278,

A & u= A Ty

2 VAT, 2-47-5

M-1 2 7 - —~ ?
= 7 T je “du= erfc 0
T yo TS,
2-4r-s

A kapott eredményben a legkisebb jel energiaja (A4°z,/2) szerepel, mert értelemszeriien ez

hatdrozza meg a szomszédok kozotti tdvolsagokat, ami a tévesztések alapjat képezi. (Csak
zardjelben: M=2 esetén ez ugyanaz, mint a BPSK.) Ugyanakkor a kapott kifejezés félrevezetd
a ténylegesen sziikséges jelenergidkat tekintve. Annak érdekében, hogy a kiilonb6zo
modulaciés eljarasokat Osszehasonlithassuk, az atlagos jelenergidval szoktdk megadni az
Osszefiiggést. A masodik jel 3-szor akkora, a harmadik pedig 6tszor, stb. A paratlan szamok
négyzetének atlagat kell kiszamitani. Ahhoz, hogy a szomszéd jelek kozotti ,,tavolsagok™
megegyezzenek a legkisebb (antipodalis) jelek kozotti tavolsaggal, egyre nagyobb energiaja
jeleket kell hasznalni.

Az M-éaris PAM atlagos jelenergiaja:

AzT 2M/2 AZT M/2
ES) =" =% 2m-1)> =—L) (4m’ —4m+1) =
i > M;( Y= ;( )
A? 21 42
_A'n, i.%(ﬂﬂj(Mﬂ)_iﬂ[ﬂﬁjﬂ _MP -1 A,
M |6 2(2 2 202 2 3 2

fgy az atlagos hibavaloszintiség:

_ (M)
f’e:M l.erfc 23 .EL
M M~ -1 4rx-s,

Most térjiink rd a kvadratra modulaciora! Miként ennek a pontnak az els6 bekezdésében
leszogeztiik, egy QAM jel detektalasandl a szinuszos €s koszinuszos vivok szétvalaszthatok,
¢s amplitudoik egymastol fliggetlentil eldonthetdk. Igy a QAM-ben hibatlan dontéshez az kell,
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hogy hibatlanul dontsiink a két PAM-ben. Amennyiben M szintiieck a PAM 6sszetevok, akkor
a QAM M? szintfi lesz, és a helyes (correct) dontés valdsziniisége a kovetkezd lesz:

2
P(M2)=(1—P(M))2= I—M_1~erfc 3 _E(g?,”
‘ M M?* -1 4rx-s,

A hibés dontés valdszinlisége pedig:
2
> _ (M)
Pe(M)=1—(1—Pe(M))2:1— I_M l-eI‘fC 23 . E“ﬂ
M M*—-1 4rx-s,

A tobballapotii modulaciés modszerek egymaskozti és binarissal torténd dsszehasonlitdsanal
figyelemmel kell lenni arra, hogy az idérésben kiilonb6z6 szamu binéris szimbdlum keriil
tovabbitasra, és ezért a jel-zaj viszonyt a bitre vonatkozdan szoktdk megadni. A négyallapota
2 bitet, mig a 16 allapota 4 bitet tovabbit idérésenként, tehat feleannyi, illetve negyedannyi
energia jut esetiikben a ,bitidére”, mint egy bindris modulaciénal. Végiil még azt kell
figyelembe venni, hogy a QAM atlagos jelenergidja kétszerese a megfeleldé PAM
jelenergidjanak, mivel mindkét vivd (szinusz €s koszinusz) megegyezd teljesitményt képvisel.
Példaul a négyallapoti QAM hibavaldsziniisége:

2 2 2
: ) 2"
P?) =1- 1= Lo [ Ea || o1 1-Lierd [Fa 2| oioi-Liard £
2 4r-s, 2 4r-s, 2 4r-s,

A 16 allapoti QAM esetén a kovetkezd eredményre jutunk:

2 2
2 2
Pe(4):1_ l_i,erfc li =1- 1—§-erfc z E,
4 5 4rz-s, 4 S 4r-s,

Megmutatjuk még a 64 allapoti QAM hibavaldszinliségét is:

2 2
2 . 0
P®) =1~ l—g-erfc 23 Lo =1- l—z-erfc 2L
8 8 —~1 4r-s, 8 63 4r-s,




A hibavaldszinliség diagramjanak a vizszintes tengelyén Eyp/4msy szerepel decibelben. A
jeltérbe vetitett fehér gaussi zaj négyzetes varhatdértékére 2msy —t kaptunk, de ennek dupléjat
szoktdk viszonyitasként haszndlni. Erre magyarazat lehet, hogy a 2ms, érték az additiv zaj
kétoldalas spektralis siirisége Hz-ben mért frekvencia esetén. A valdsagos (fizikai)
frekvenciatengelyen ennek dupldja a Hz-enkénti zajenergia.

A kapott eredményeket viszonyithatjuk az elvi lehetdségekhez:

1 1 bit/szimbdlum
[l s s e [ L ]
R N = SR N - 7oY. Y
e e O
,,,,,, Lo eeam
| s,
l l 4Q0AM l
1 00 ,,,,,, J ,,,,,,,,,,, i _ ,B,E),S,K,K\L ,,,,,,,,, i ,,,,,,,,, J ,,,,,,,,,, . Eb/47TSO
e e e e B (¢ 1]
y | | | | |
10 | | | I |
-5 -16 0 5 10 15 20 25

A kordbban megismert abraban helyezziik el a megismert eredményeket! Persze ide hibatlanul
tovabbitott informaciot kellene irni, mi viszont megelégsziink kis hibaval, legyen példaul 10~
a hibavalosziniiség.

Szimbolumtévesztés vs bittévesztés

Az M allapoti modulacional egy-egy szimbolumnak a dontésnél bekdvetkezd eltévesztése
legkevesebb 1, de maximum M
binaris 0sszetevd (bit) eltévesztését
eredményezheti. Amennyiben
esetleg ki akarjuk javitani a
tévedést, ¢és tudjuk, illetve latni
fogjuk, hogy ezt tessziik, akkor
nagyon célszerii a
szimbolumtévesztést ugy
befolyasolni, hogy a lehetd
legkevesebb Dbittévesztéssel jarjon
egyiitt. Ezt valdsitja meg az U.n.
Gray kod, amit egy abraval
szemléltetiink. Az egymashoz
,,kOzelebbi” szimbolumok kevés
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bitben, a ,tavolabbiak” t6bb bitben kiilonboznek egymastél. Igy a valdsziniibb, tehat
gyakrabban el6forduld szimbolumtévesztések kevés, gyakran csak egy bithibat okoznak.

Megjegyzések

Szinkronizaldas, a vett jelbol sziikséges idozitések kinyerésének elvi lehetoségei, illetve
optimalis modszerei nem keriilnek targyalasra ido hianyaban.

Differencialis moduldcio: az elobbiek vonatkozdasiban az egyik elvi korlatot jelenti az
abszolut fazis meghatdarozasaban lévo bizonytalansag. Ennek feloldasara vagy egy
meghatarozott sorozattal torténd , tanulds” utani kezdeést hasznaljak, vagy az u.n.
differencialis modulaciot. A differencialis modulacio esetén az informaciot nem az abszolut
fazis, hanem a szimbolumok kozotti fazisvaltozds hordozza, ezaltal az emlitett becslési
probléma érdektelenné valik, viszont az elérheto szimbolumtévesztés alatta marad a
megismert modszereknek.

A kiilonb6z6 modulécios mddszerek hibavaldsziniiség szerinti 9sszehasonlitasanal a bitenként
tovabbitasra hasznalt energidt tekintettiik azonosnak. Ezt egy természetes Osszehasonlitasi
alapnak tekinthetjilk, mert a tovabbitandd bitre forditott atlagteljesitményt ¢és az id6t is
figyelembe veszi. Erdemes megvizsgalni, hogy milyen a jeltérbeli elhelyezkedése az
Osszehasonlitott modulacios modszerekre vonatkozoé jelkomponenseknek, amennyiben azonos
bitenergiat hoznak létre.

Korabban kiszamitottuk az atlagos energiat a négyzetes jelelrendezésekre:

E(MZ) _ 2M2 _1 AZTO
atl 3 2 >
ZTO

ami azt jelenti, hogy azonos atlagos energidhoz az szorzotényezdjének aranyaban kell

csOkkenteni az energiat, de ezt még osztani kell a tovabbitott bitek szamaval, majd a jeltérbeli
komponensek ennek négyzetgyokével csokkentendék. Az aldbbi tabladzatban foglaltuk Ossze
az eredményeket:

QPSK | 16QAM | 64QAM | 256QAM

M 2 4 8 16
2-(M*-1)/3 2 10 42 170
bitszam 2 4 6 8

bitszam . 4 1 4
2-(M*-1)/3 10 7 85

° I Ce T T o,
A mellékelt 4bran lathatok a B B |
jeltérbeli vektorok a BPSK (0O), P IS0 GHUN D S R R
{lQAMZQPSK (f), 16QéM (©) 0_63257@777777J:”%7%”””}7%”%”””%
¢s  64QAM (*) esetere'.’ A N S T S ;
64QAM-RE CSAK A BELSO 16 b I ‘
ALLAPOTOT TUNTETTUK FEL! A oF === it s el BN
KET KULSO GYURUT AZ 0378~~~ — - PO . N
ATTEKINTHETOSEG ~ ERDEKEBEN R i s Ll E S A i
ELHAGYTUK! Al AT A |
r 1~ 4 e 3 * 1 [ + | | |
Az abrabol . m§gallgp1thatj}1k a AR I A |
jeleknek a jeltérbeli euklédeszi A B !
RN N o
-2-2 1 -0.63-0.38 0 0.38 0.63 1 2
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2
. , T
tavolsagait. Az egység 0

, amelynek szorzétényezdi az egyes esetekre a kovetkezok:

BPSK | QPSK | 16QAM | 64QAM

Dnin | 2 2 1204 | 24177

Ha ezeket a szomszédos jeltavolsagokat behelyettesitjiik az alabbi 6sszefiiggésbe:

(effektiv szomszédszam)- 0,5 - erfc(MJ ,

NarT-s,
akkor nagyon jo fels6 becslést kapunk a hibavalosziniiségre. Magyarazatra mar csak az
effektiv szomszédszam szorul, amely Ugy allapithatdé meg, hogy 0sszeszamoljuk a jeltérben
(lehetdleg a belsejében) egy-egy jelpont koriil azokat a szomszédokat, amelyek dontéen
eldidézik a téves dontést a kozelségiikkel. Meghatarozni nehezebb, mint megallapitani, hogy a
BPSK esetén nyilvan csak 1 szomszéd van, QPSK-nal kettd (a tavolabbi mar nem
,hatékony”), a tobbi QAM-nél pedig 4 szomszéd veszi korbe az egyes jelpontokat.
Az alabbi abran egyrészt megismételtiik a hibavaldszintiségre korabban szamitott gorbéket,
masrészt pedig feltlintettiik az elébbi kozelitéseket, kivéve a BPSK esetét, mert arra nézve a
fenti kifejezés nem kozelités, hanem megegyezik a pontos értékkel:

Ev/4msg
[dB]

A szaggatott vonalak mutatjak a pontos értékeket, mig a folytonos (sotétkék) vonalak a felsé
becslések. A QPSK esetén a felsd becslés elfedi a pontos értéket, mig a tobbpontos QAM-
eknél 10” hibavalésziniiség alatt nem lehet megkiilonboztetni Sket.

S6t kihasznalva a jeltérnek ezt a most megismert képességét, feltiintettiik az ortogonalis FSK,

rrrrrr
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ﬂ(MSK) — l -erfc —Eb /2 5
2 4r-s,

ami 3 dB-el rosszabb, mint a PSK.

Mindez persze nem a véletlen miive, kimutathatd, hogy a jeltérbeli euklédeszi tavolsagok, a
zaj spektralis stirliségével egylitt, meghatarozzak a pdronkénti hibavaldszinliséget. Az atlagos
hibavaloszintiségre jo (szoros) felsd korlatot kaphatunk a paronkénti hibavalésziniiségek
egyesitésével. Ekkor persze lesznek tobbszordsen tekintetbe vett hibadsszetevok, amelyek
miatt a becsiilt érték felette lesz az igazinak, de a korlatot szorossa lehet tenni, ha csak a
legkdzelebbi szomszédokat vessziik figyelembe.
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