Folytonos idejli szlir6k approximacioja

2. Folytonos idejii szlir6k approximacioja

A célunk olyan zart Osszefiiggések levezetése, melyek segitségével meghatarozhatjuk
az adott specifikaciot kielégitd, folytonos idejii szlird /{s) atviteli tényezojét. A modszereket
alulateresztd karakterisztikak approximalasara fogjuk bemutatni. Feliilateresztd, savatersztd
karakterisztikak approximacidja mindig visszavezethetd alulateresztd sziird tervezésére.

Adott tehat:

az alulétersztd szlird ateresztd tartomanya: [0— oy ]
az ateresztd savban megengedett ingadozas: a, [dB]
a zaro tartomany: W, — 0

a zar6 tartomanyban a minimalis csillapités: a, [dB].

Célszerli bevezetni a QQ = — normalizalt frekvencia valtozot, mellyel az ateresztd sav
10
h

n

4

@,

a [ 0-1 ] tartomany, a zardsav kezdete pediga Q2 = érték lesz.

A normalizalt valtozdval kiszamitott /(s) atviteli tényezében az s «— . helyettesitést
W),
elvégezve az eredeti frekvenciasdvban fog teljesiilni a specifikacio.

Itt jegyezzilk meg, hogy a sziirkatalogosok is a normalizalt frekvencia valtozot
haszndljak, igy a specifikacid normalizalasat és a fenti helyettesitést a kataldgusok
hasznalatakor is el kell végezni.

Modszeriink gondolatmenete a kovetkezd lesz: heurisztikus médon valasztunk egy
karakterisztikus fliggvényt, majd a benne 1évé paramétereket ugy valasztjuk meg, hogy a
specifikacio kielégiiljon. A karakterisztikus fliggvénybdl ezutan kiszamitjuk az (1.12)
egyenlet Osszes gyokét. A gyokok koziil szeparalva a bal félsikra esdket, megkapjuk a
megengedett ['(s) atviteli tényezot.

Ezt a modszert két karakterisztikus fliggvény tipusra fogjuk bemutatni. Az elso
modszerben (maximalis lapos kozelités) a karakterisztikus fliggvény egy egyszerii hatvany
fiiggvény, a masodikban un. Csebisev-polinom lesz. Ezen mddszerekben elemi fiiggvényekkel
zart formulak adhatok a gyokok elhelyezkedésére.

Egyéb modszerekben, (mikor egyenletesen kivanjuk kozeliteni mind az atereszto,
mind a zar6 savi kovetelményt) nem elemi (elliptikus) fiiggvényekkel kell szdmolni és ez
tulmutat célkitlizéslinkon. Ezekben az esetekben ezért a katalégusok haszndlatira
hivatkozunk.

2.1. Maximalis-lapos (Butterworth) kézelités:
Az (1.9) egyenletben szerepld karakterisztikus fliggvényt valasszuk hatvany fiiggvénynek! Az
atviteli tényez06 igy legyen az alébbi alaku:
r(jQ) =1+ 2.1
ahol 7 a szliré fokszama lesz.

Az e paraméter értékét a monoton novekvo csillapitas fliggvény ateresztd sav szélén (Q =1
) eldirt, maximalisan megengedett értékébdl szamitjuk ki:

a® =201gT(j1) = 201g.[1+¢2 =101g(1+¢?) (2.2)
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2.1. abra Az ateresztd sav maximalis lapos kozelitése
az ep = 1 paraméter érték esetén (3 dB ingadozas).
A 2.2.-b6l a paraméter értéke:
a®
e, =101 —1 (2.3)

A sziikséges fokszamot a zarotartomany sz€lén eldirt minimalis csillapitasbol hatarozzuk
meg:

a®® =201gr(jQ. ) = 201g/1+2Q>" =101g(1+ Q")

Amibdl:
Y1010 —1
In——
0
> 2.4.
" InQ), 24)
Az s=j0 komplex frekvenciavaltozot bevezetve (1.xx) alapjan irhatjuk:
2n
T(s)T(=s) =1+ eé(s,j (2.5.)
J
A karakterisztikus fliggvény ezek utan (2.5.)-bdl kiolvashato:
2n 2 2n 4
h hl— e,s n: paros
(S) ( S) :eg(sj :(_l)negszn _ 02 Ny 1’9
N(s) N(=s) J —e,s n: paratlan
a nevezd polinom N(s) zérus foku:
N(s)=1 és N(-s)=1 (2.6.)

a szamlalé polinom h(s) n-ed foku:
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h(s) n: paros
his) =e,s" ¢ h—s)= 2.7.
(s) = s ©s (=) {— h(s) n: paratlan 2.7
Az atviteli tényezd zérusait a (2.5.) gyokeibdl kapjuk meg:
2n
s
1+e§[.j =0 (2.8.)
J
Atrendezés utan:
2n ;
1 jQk-1)7z ‘
(Skj - e . _ Aznej(Zk—l)zr (29)
J ) %
majd 2n-ik gyokot vonva:
s = jde’" " = gei k=12...2n 2.10.)
ahol:
A 2.11)
n eo
V4 V4
= —1)— 2.12.
Dr B +(2k-1) o ( )

A gyokok tehat az 4 sugart koron, ¢ fazis szog értékeken helyezkednek el. Az Osszes
gyokbdl a k = I,...,n indexhez tartozok esnek a bal félsikra, miga k = n+1,...,.2n indexhez
tartozok a jobb félsikon lesznek.

Az index hatar megvalasztasaval a bal falsiktl gyokok szeparaldsa egyszertien
megoldhato, igy az atviteli tényezd gyoktényezos alakja:

T(s)= H(s)= f[(1—iJ (2.13))

k=1 Sk

Kihasznélva, hogy a gyokok konjugalt komplexek ( n = paros ) esetben:

n g 2 * 2
I(s) = =5 l—ij(l— S*]= (I—S(Sktsk)—k s *]Z
(S) 1/:!( Skj 1/:!( Sk Sk 113 SiSk SiSk

o I
=11 1—2Zcos¢k+? (2.14))

=

Ha n = paratlan

F(s):(l+%jf_[(l—2%cos¢k +2—22J (2.15.)
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Példa:
Hatarozzuk meg az atviteli tényezot, az n =3, ep=1 paraméter érté¢kek esetén!

A (2.11.) és (2.12.) egyenletekbdl:
1

Ao =1
T T
k- E

o =5 +(2k=1)7

A gyokok elhelyezkedése a 2.2. dbran lathato
A bal félsikra es6 gyokok:

s, =—1

N‘é‘

|
Si3= 5 tJ
Mivel:

cosQ, = —% 2.2. abra Maxlap gyokok
A (2.12.) alapjan:
F(S)=(1+S)(1+S+S2)=1+2S+2S2 +5°
F(—s):1—23+232 -5’
F(S)F(—s): [(1+2sz)+ (2s +s3)][(1+2s2)—(2s +s3)]: (1+252)2 —(2s +s3)2 =
=1+4s" +4s" —4s* —4s* 5" =1-+°

Ellendrzés képpen:
=1+Q°

s=jQ

r(je) =r(s)r(-s),_, =1-s°

ahogy vartuk.

2.2. Az atereszté sav egyenletes (Csebisev) kozelitése:

Csebisev polinomok definicioja:
T.(Q) = cos(narccos(Q)) (2.16.)

Ez a definici6 polinomot definial, amit az alabbi gondolat menettel bizonyithatunk:
Legyen:

Q = cos(x) (2.17.)
Ezzel:

T = cos(nx) (2.18))
Az (nt1)-ed és az (n-1)-ed fokt polinimokat a (2.18.) alakban felirva, majd az addicios tételt
alkalmazva irhatjuk:
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T ., = cos((n+1)x) = cos(nx) cos(x) — sin(nx) sin(x)
T = cos((n - l)x) = cos(nx)cos(x) + sin(nx)sin(x)

Adjuk 0ssze a fenti két polinomot!

T, +T_ =2cos(nx)cos(x) =2QT
amit atrendezve a Csebisev polinomoknak egy rekurziv eléallitasat lehetévé tevo alakot
kapunk.

T,.(Q)=207(Q) - T7,_,(Q) (2.19.)

n

Mivel a definicidbol kovetkezden YB(Q) =1¢és T (Q)=Q, a magasabb indexli polinomok
(2.19.)-bol szarmaztathatok:

T(Q) =20 -1, T,(Q) =4Q° -3Q, T,(Q) =8Q" —8Q° +1,
T(Q) =16Q° —20Q° +5Q, T,(Q)=32Q° -48Q" +18Q° -1, stb.

A Csebisev polinomok az ateresztd sav egyenletes kozelitését teszik lehetdvé az alabbi
tulajdonsaguknal fogva:
—1<T(Q) <1 ha: -1<Q<1

és (2.20.)
T(Q)>1  ha:  lQ>1

Ha a karakterisztikus fiiggvényt e)7,, alakiinak vessziik fel, az atviteli tényezo abszolutértéke
azlésa m értékek kozott ingadozva, egyenletesen tolti ki a rendelkezésre 4ll6 ateresztd
savi toleranciat.
A fentiek alapjan tehat legyen: ‘F( jQ)‘2 =1+ T°(Q) (2.21.)
amibol:
11+ THQ)<1+¢ ha: Q<1
és (2.22))
l+e <1+eT(Q)  ha: 1<|Q)

A 74r6 tartoméanyban, az Q >> 1 értékekre a karakterisztikus fliggvény e¢,2""' Q" tipusu
hatvanyfiiggvényként viselkedik.

201og|T"( Q)
dB
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2.3. abra Az atereszto tartomany egyenletes kozelitése Csebisev polinomokkal
az ey = 1 paraméter érték esetén (3 dB ingadozas).
Az ep paraméter értékét az ateresztd savi specifikaciobol szamitjuk ki:

a® =201g./1+e? =101g(1+¢?) (2.23.)
amibdl:
e, =V1010 —1 (2.24.)

A sziikséges fokszamot a zardsavi kovetelmény hatarozza meg:

a® < ZOlg\/l +e; cos’ (jn arch(Qz)) = 201g\/1 +e; chz(n arch(Qz)) (2.25.)

amibdl a fokszam:

adB

100 -1

arch———
> % (2.26))
n> .26.

arch(Qz)
A karakterisztikus fliggvény polinomjai:

h(s) = h(—s) = 607;(;) (2.27.)
N(s)=N(-s)=1 (2.28.)

Az atviteli fliggvény zérusait az alabbi egyenletbdl szamitjuk ki:

1+ eé]f(s.} =1+¢] cos’ (n arccos(S.D =0 (2.29.)
J J

A 2.29. egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha a koszinusz fliggvény argumentuma komplex, amit
valasszunk meg az alabbi modon:

arccos(é;f] =a, —jb (2.30.)

Ezzel a 2.29. egyenlet:
1
cosz(nak - jnb) =——
0
Gyokot vonva, majd az addicios tételt alkalmazva irhatjuk:

cos(nak )cos(jnb) + sin(nak ) sin(jnb) = ijel

0
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cos(nak)ch(nb) + jSin(nak)sh(nb) - J_rjl

€

(2.31)

A 2.31. jobb oldala tisztan képzetes, ami csak ugy allhat eld, ha cos(nak) =0, amibdl:

V4
=(2k-1)—
na, = ) >
7
I =12k-1)—
gy ak ( ) 2n
Ebbdl viszont kovetkezik a sin(nak) =+t1 azonossag.
1
A 2.31.-bol ezek utan : sh(nb) = —
€
Amibdl a b paraméter:
1 1 1. 1+ l+¢
——arsh—=—In—"— "+
n e, n e,

A 2.30. egyenletbdl:

Sf'f = cos(ak - jb) = sin(ak +§— jb) = sin(ng _jb)
J
ahol: ¢k=ak+§:§+(2k_l)%

Az addicios tételt alkalmazva:
% sin(g, — jb) = ch(b)sing, — jsh(b)cosg,
J

Végiil a k-ik gyok értékére az alabbi kifejezés adodik:
s, = Bcosg, + jAsing, k=12..2n

ahol : A=ch(h) és B = sh(b)

(2.32.)

(2.33.)

(2.34.)

(2.35.)

(2.36.)

(2.37.)

(2.38.)

(2.39.)

(2.40.)

Vegyiik észre, hogy a gyokok az 4 nagy- és a B kistengelyti ellipszisen helyezkednek el.
A k=1, ..., n indexekhez tartozé gyokok lesznek a bal félsikban ( az e felettiek pedig a jobb

félsikban). 4

Sq 5

2.4. abra Csebisevi gyok-elrendez0dés (n =4 esetén)
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A gyokok ismeretében a keresett atviteli tényez6 gyoktényezos alakja:

r, (s) = H(s) = eOZ’Hﬁ(S — Sk) (2.41)
k=1

Ezzel a kitiz6tt feladatot megoldottuk.

2.3. A zarétartomany egyenletes kézelitése:
A Csebisev polinomok segitségével lehetdség van a zardtartomany egyenletes
kozelitésére is. A csillapitas fliiggvény az ateresztd savban monoton névekvd (max. lapos), a

zardtartomanyban egyenletesen ingadozik ’a,’ és a végtelen kozott.

Az atviteli tényez6t ebben az esetben az alabbi mdédon approximaljuk:

Ir(Q) =1+e¢; Lg) (2.42.)
(%)

A részletek mell6zésével ekkor ( pld ha n paratlan)

=
AN
—_

(S + QOO) (s2 + 26,50, + Qék)
! (2.43.)

1

>~
Il

I(s)=C

n

(s2 +Qik)

—|

=
Il

1

alaku lesz.

Eddigi eseteinkkel ellentétben a zard tartomany egyenletes kozelitésekor véges frekvencidkon
is vannak csillapitas polusok. Ezt lathatjuk az alabbi 4bran:

N 20 log|F(jQX

dB a0 _
o L/ \
60 J,LL s—
50 h ‘ e
w0 A N
- / o
o 74— 3
(- Q
°5 /1 2 3 4 5 6 7 8
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2.5. abra Inverz-Csebisev karakterisztikak
(Q,=2, ep =1 paraméter értékek esetén )

2.4. Az atereszto és a zar6 tartomany egylittes kézelitése

Az ateresztd- €s a zard tartomany egyiittes egyenletes kozelitésével kapott sziir6ket
elliptikus (Cauer) sziiréknek nevezik. Ez a mddszer elliptikus fliggvényeket hasznal, innen
az elnevezés. Az elliptikus fliggvényekkel mi itt most nem foglalkozunk, az ezzel a
modszerrel tervezett szlir6ket kataldgusokbol vehetjiik at (pld.):

G¢éher Karoly.: Linearis halozatok Miiszaki konyvkiado
Rudolf Saal: Handbook of Filter Design AEG Telefunken

Az aldbbiakban egy olyan modszert mutatunk be, amellyel mind az ateresztd, mind a
zar6 tartomany egyenletes kozelitése valdsithatd meg. Az approximald fiiggvényt ugy
valasztjuk meg, hogy az az ateresztd savban garantdlja az egyenletes ingadozasu kozelitést,
mig a zard sava kovetelményt a véges frekvencidkra helyezett csillapitas polusok kelld
megvalasztasaval elégitjiik ki.

Az eljarasban egy transzformalt frekvenciavaltozot (x) hasznalunk melynek kapcsolata

az (s) Laplace frekvenciavaltozoval:
2

Q
x:1+;§ (2.44.)

ahol: Q, az alul atereszt6 sz{ir6 ateresztd savjanak a széle.

Az s-sik s =jQ képzetes tengelye az:

QZ
x=1- Q—’; (2.45))
Osszefliggésnek megfelelden az x-sik valos tengelyére képzddik le.
Ahol: 0<Q*<Q] ott: —0<x<0  ateresztd sav
Ahol: QF <Q? <+w ott: 0<x<l1 atmeneti és zar6 sav

Ezek utan valasszunk egy P(y) polinomot az alabbi méddon:

PO) =+ [ [+, ) (2.46.)

i=1

ahol: 0<y, <1 valds (2.47.)

Az (2.46.) és (2.47.) alapjan a P(y) Hurwitz polinom, mivel gyodkei szigortan a bal
félsikon helyezkednek el. A polinomot a P»()’) paros ésaz yP;(y°) a paratlan részére
felbontva :
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PO =+ 0[O+, ) =07+ »R(?) (2.48))
Az (1.46.)-ban a fiiggetlen valtozo eldjelénck megvéltoztatisaval irhatjuk:

Py ===y, F = B(*)-»R() (2.49.)
Képezziik e két polinom szorzatit:

PY)P(-y)= (-2 T2 - »2 ) = P2(y?)- 2P (?) (2.50.)

i=1

Majd az y* =x jeldlés bevezetése utan a csillapitas fiiggvényt irjuk fel az alabbi alakban:

& ()= 1+ 52 =220 2.51.)

P (x)_ xP} (x)

Ez a fiiggvény egyenletes ingadozasu az ateresztd savban (ahol x valds és x <0)

1<G*(x)<1+8] (2.52)

Ezt a tulajdonsagot a Hurwitz polinomokra érvényes tételek segitségével lathatjuk be.
A P(y) polinom péros és paratlan részének gyokeire, - melyeket a:

Pz()’zzk):() , ylkpl(ylzk)zo

egyenletek megoldasaival kereshetiink meg- igaz, hogy az y i és yz gyokok:
- a képzetes tengelyen helyezkednek el és
- felvéltva kovetik egymast.
Az y? = x helyettesitésnek megfeleléen az x véltozé szerint a gydkok a negativ valos

tengelyen ( az ateresztd sdvban) fognak elhelyezkedni.

A csillapités fliggvény kissé atrendezett alakjabol latjuk:

2 2 P (x 2 1
G’(x)=1+¢ 20 P ) 1+&; R (2.53.)
o P (x)
hogy:
G*(x,)=1+& a paratlan rész gyokeinél:  x,, =y, <0 és
G*(x,,)=1 a paros rész gyokeinél: Xpp = V2, <0

Ez a tulajdonsag fuggetlena 0<y, <1 aktudlis ertékeitdl.
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2.6. abra Az ateresztd savi csillapitas alakulasa ( 0.25 dB ingadozas)

0 < x <1) fognak elhelyezkedni az x,; csillapitas

polusok, melyek megfeleld megvalasztasaval lehet kielégiteni a zard kovetelményt.

0s és

r

an (ahol x val

dtartomanyb

4

aro

Az

(2.54.)

(x_xpi)2

SV

(1-x)

=l+g
" P,

G*(x)

0<xpl.:y;i<1

4 10logG*(x)

tartomanybeli csillapitdsa.

J4

4

4

0 szurQ zar6

bra Az 6todfok

a

2.7.
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Egy, pld. MATLAB-ban irt program segitségével, akar tobbszori probalkozassal
allitjuk be, hogy a csillapitds a zard savban a kivantnak megfeleld legyen. A programban
valtoztatva x,; , x,, stb. értékét, iteralva érjiik el az eredményt. ( Végiil is a polusok helyének
szisztematikus valtoztatdsa a programban is megoldhatd, de ez a kérdés most talmutat
érdeklodésiinkon. )

Ha a kovetelményt az a valasztott fokszammal nem tudjuk kielégiteni, ujabb pdlus
felvételével probalkozunk.

Ezzel a modszerrel a zard tartomany tetszleges kovetelményét (pld 1épcsds
tolerancia) is ki tudjuk elégiteni.

Keressiik meg a (2.53.) zérus helyeit:

YRV i ¢ (142 )P (x)- xR (x)
G (x)=1+¢, PO W P ) ) (2.55.)

Ez a feladat az alabbi polinom gyokeinek kiszamitasat jelenti:

(1+g§ )Pzz (x)-xP*(x)=0 (2.56.)
A valos egyiitthatoju polinom gyokei valdsak ill. konjugalt komplexek lehetnek. A
(2.56.) egyenletnek egy valos gyoke van: x,, > 1, a tobbi (2n db) komplex: x,, =a, + jb, .

Az x-sik gyokeit a (2.44.) Osszefliggés inverzének hasznalataval atszamitjuk az s-
sikra:

Xor —

A valods xo9 gyokhoz két valds gyok ( tap = +Qp ), az ( ax = jbx ) komplex gyok-
parokhoz komplex gyok-négyesek ( £ax + jfx ) tartoznak az s-sikon.

jbkA .ﬁkA

» »
> »

Ak aop - Gk R Q

'jbk

“iP
2.8. dbra A transzformacio altal megvalositott leképzés a két sik kdzott
A (2.57.)-bdl a pozitiv ( ok , fx ) értékeket valasztva, felirhatjuk az s-sikon érvényes

atviteli fliggvényt:

n

S S 52 J
I+—— 1+D, —+
F(S)—( QOO jl;!:[ ‘ QOk ng
n S2
1+
s

(2.58.)

Ahol:
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2a Q?
2 2 2 _ <oy : 2 _ h
QX —a’+ 2, D, = 6 Q) =—

(2.59.)

0k pk

A (2.58.)-bdl lathatjuk, hogy a sziiré fokszama (2n+1) paratlanra adédott. Ha paros
fokszamu szlirét kivanunk tervezni, akkor elhagyjuk a végtelen frekvencian 1évé polust.
Ekkor a P(y) polinomot az aldbbiak szerint valasztjuk meg:

n

P() =TT+, ) (2.60.)

i=1

Ebben az esetben a (2.56.) gyokei csak konjugalt komplexek lesznek (eltiinik a valos gyok).
A paros fokszdmhoz tartoz6 atviteli fiiggvény:

n 2
oy o]
F(S)z m k=1 0k 0k

(2.61.)

Ezzel a kitlizott feladatot megoldottuk.
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