IIR sziirdk tervezése

3. lIR szlirok tervezése

A sziird tervezés feladata az, hogy keressiik azt a megengedett, diszkrét-idej
halozatfiiggvényt, amelyhez tartozé amplitudo karakterisztika eleget tesz az adott
specifikacioban szerepld toleranciaknak Természetesen a végso cél a diszkrét-ideji
halézat meghatarozasa. A transzfer fiiggvény ismeretében azonban annak algebrai
atalakitasaval a kivant struktura paraméterei az atalakitott fliggvénybdl mar
kiolvashatoak.

A végtelen impulzusvalaszu digitalis sziirok tervezésekor a leggyakrabban
hasznalt modszer a feladat visszavezetése folytonos idejii szlird tervezésére.

Mivel a szlir@ tervezésben a legnehezebb 1épés az approximdcio, ezért a
diszkrét-idejii transzfer fliggvényt ugy fogjuk eldallitani, hogy a folytonos idejli sziird
transzfer fliggvényét az alabbi mddszerek szerint transzformaljuk. A folytonos idejii
szir6kre az approximacio részleteiben mar jol kidolgozott eljards, ezért az ottani
modszereket egyszerlien atvessziik.

Két modszert fogunk targyalni, melyek elnevezése:
e Az impulzus invarians transzformacio
¢ Bilinearis transzformacio.

3.1. Impulzus invarians transzformacioé

Ennél a modszernél az alapgondolat az, hogy a diszkrét-idejii haldzat h(nT)
impulzus valaszat a folytonos-idejli halozat ﬁ(t) impulzus  valaszanak
mintavételezésével allitjuk eld.

h(nT) = A(t = nT) (3.1

A frekvencia tartomanyban a kapcsolat a mintavételi tételnek megfeleléen
alakul, azaz a diszkrét-ideji halozat HE()E""T) frekvencia valasza a folytonos-idejii

halézat H (Ja)) frekvencia valaszanak periodikus kiterjesztettje lesz:

HE )= 3 ljo- ko,) (2)

Alulateresztd tipusu halozatok esetében, amikor a folytonos-idejii halézat
csillapitdsa a mintavételi frekvencia felénél nagyobb frekvencidkon mér megfeleléen
nagy (I:|(ja)) megfelelden kicsi ), az atlapolodasbol adodod karakterisztika torzulas
elhanyagolhato:

H(eij)lel_](jw) ha _%ga)g% (3.3.)

Ha H(je) kielégiti a specifikaciét, akkor H(e'" ) is (tsbbé-kevésbé) ki fogja
elégiteni azt. Mas szavakkal, az egzakt id6tartomanyi egyezés nem vonja maga utan
az egzakt frekvencia tartomanybeli megfelelést (kiilonosen nem, ha a karakterisztika
feliillateresztd jellegli). E moddszer hasznalata akkor indokolt, ha sziiré
iddtartomanybeli viselkedésére van eldiras.
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IIR sziirk tervezése

Egy megjegyzés erejéig elkanyarodva a szlirétervezéstdl, hasonld
problémaéval taldlkozunk a folytonos-idejii halozatok szamitogépes szimulaciojanal. A
szimulacid soran “dt” diszkrét id6léptéket hasznalnak, ami “megfeleléen” kicsi (azaz
a mintavételi frekvencia megfelelden nagy). A “dt” bedllitdsa ugy szokott torténni,
hogy fokozatosan csokkentik “dt” értékét, mig a szimulacid eredményében a
konvergencia be nem kovetkezik (az eltérés mar elhanyagolhat6). A mintavételi tétel
értelmében azonban ez még kevés lehet. Gondoljunk arra, hogy nemlinearis analizis
feladatokban a jel felharmonikusai nem biztositjak az atlapolodas mentességet!

Visszatérve az impulzus invaridns sziir@ tervezéséhez, ha sziir6 kataldgusbol
vagy sajat approximdcios eljarasunk eredményeként megtalaltuk a specifikaciot
kielégitod I:|(s) transzfer fiiggvényt, a kovetkezd gondolatmenettel juthatunk el a
diszkrét-idejii H(z) transzfer fiiggvényhez :

H(s)= h(t)= <’ {H(s)}= h(nT)=ht=nT)= H(z)=Z ((hT)}  (3.4)

A H(z) transzfer fiiggvényhez az id6tartomanyba torténd (esetenként
hosszadalmas) oda-vissza transzformacié nélkiil is eljuthatunk. Bontsuk fel ezért

I—AI(S) -t részlet tortekre:

A N o r
H(s) = : (3.5.)
k=1 S~ S¢

ahol N: a nevezo fokszama,
S, : anevezd gyokei ( a podlusok),
r :az s, egyszeres polusokhoz tartozé reziduumok.
Emlékeztet6iil :
r, = lim(s—s, )H(s) k=1.2,..N (3.6.)

S5y

A (3.5) alakbol a sulyfiiggvény:

h(t) = i r.e% t>0 (3.7.)
Ennek mintavételezettje: -
h(nT) = irkeSknT = ZN:rsz n>0 (3.8.)
ahol: - -
z, =e% (3.9)

a ‘z’ sikra transzformalt polus.
Ha s, abal félsikban volt, akkor a transzformalt polus az egység sugart koron

beliilre kertil, azaz stabil halozatfliggvényt stabil haldzat fliggvénybe transzformalunk.

A diszkrét-idejii halozat transzfer fiiggvénye a (3.8.) ‘Z’ transzformaltja:

H(z):ih(nT)z‘” :iZN:rk(zkz‘l)n =ir—k (3.10.)

-1
= n=0 k=1 k:ll_zkz
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IIR sziirdk tervezése

A végeredmény:

N r
H(z)= S 3.11.
(z) e (3.11)

Szavakban kifejezve, a (3.6.) és a (3.9.) felhasznalasaval kiszdmitott ry
reziduumok ¢és a transzformalt Sy polusok értékeinek ismeretében a diszkrét-idejii H(z)
transzfer fliggvény felirhatd az idétartomanyba torténd atlépés nélkiil.

3.2. Tervezés bilineéris transzforméacioéval

A Dbilineéris transzformacioval torténd IIR sziird tervezés a leggyakrabban
hasznalt modszer, mivel ennél az eljarasnal nem 1¢ép fel az atlapolddasbol szarmazd
hiba.

Az ‘s’ Laplace-valtozot és a ‘z’ diszkrét-idejii komplex frekvencia véltozot
egymasba leképzo kifejezés a bilinearis transzformacio:

1-z7" z-1
S_ —

= == - 3.12.
l+z7" z+1 ( )
Ennek inverze:
7-1*8 (3.13.)
1-5s

A fenti komplex transzformaciok kortartoak, azaz kordket korokbe képeznek

[

le. Igy az ‘s’-sik s=]£2 képzetes tengelyének (mint végtelen sugarti kornek) a ‘z
sikon az egység sugart kor felel meg:

Lol _V1+0? (3.14)
1-jQ| Ji+q?

Az ‘s’ sik bal félsikja az egységsugaru koron beliilre, mig a jobb félsik azon
kiviilre képzddik le.

2=

Bal
félsik

3.1. abra A bilinearis transzformacié mint konform leképzés

A diszkrét-idejic H(z) transzfer fiiggvényt a folytonos idejii halozat
H (s) transzfer fliggvényébdl a (3.12.) szerinti helyettesitéssel allitjuk eld.
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IIR sziirk tervezése

A diszkrét-idejii halozatfliggvény tehat:

H(2) = H(s) 1o (3.15.)

1+z7!

Ha H(s) megengedett fiiggvény, H(z) is az lesz, mivel a bilinearis
transzformacid az ‘s’-ben stabil, racionalis tortfiiggvénybdl ‘z’-ben stabil, racionalis
tortfliggvényt allit eld.

A kérdés persze az, hogy az igy eldallitott H(z) transzfer fiiggvény H (ej”T)
frekvencia valasza mennyire hasonlit a folytonos-idejii halozat I:|(jQ) frekvencia
valaszahoz. Egyezést nem varhatunk, mivel a diszkrét-idejli halozat H(e"‘”T )-ja

periodikus fiiggvény, a H(jQ) pedig aperiodikus.

H (eij ): H (Z)|Z:erT = l:l (SXSZI—Z" = I:I (SX _l-exp(jaT) (316)
142 | jogio I+exp(joT )
A fiiggvénybe helyettesitendd érték:
1—el™ @l .
= i = (3.17)
ahol:
ol @
Q:tg(—j:tg[ﬂ—j (3.18.)
2 @,
Ezzel:

H(e™ )= H( jQ){Q_tg[”wj - H[ jtg[ﬂa)ﬁjj (3.19))

[N S

A (3.19)-ben egy kozvetett fiiggvényt latunk. Azt fejezi ki, hogy amig a fizikai
frekvenciat jel6l6 o frekvencia valtozo a :

0<w<®s
2

tartomanyban valtozik, a 2 relativ frekvencia valtoz6 a tangens Osszefliggésnek
megfelelden a:
0<Q<w

tartomdnyban valtozik. Ez azt jelenti, hogy a H(j) fliggvény [0, oo] intervallumon

felvett értékeit a leképzés a H (e JaT )-nak a [0, w /2] intervallumaba “zsufolja” dssze.

A specifikacié akkor tudjuk a fellépd frekvencia torzitas ellenére kielégiteni,
ha magat a kdvetelményt is a (3.18.)-as dsszefliggésnek megfeleléen “eldtorzitjuk”. A

H(jQ) fliggvény igy az eldtorzitott specifikicionak tesz eleget, majd ezen a bilinearis

transzformacidt végrehajtva, a frekvencia valasz mintegy ‘“visszatorzul” és a
kovetelmény igy végiil is kielégiil.
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w
A —
@
BlS 0= : : J J
0.4as 0.4s ——————é—————ﬁf —————— —————— r —————
oaf
0.35 0.35 ——————%—————4; —————— ————— L ——————
Y NS SR SN o0 SRR
025 D,25——————1§———————;—— --E ------ r ------
e T | e
o.1s5 o.15 R -t Fai o
o1 o1 fb----- E—————ﬁf —————— 777777 r 777777 @
0.o0s 0.05 |- -7 - oo e Ty Foo- o,
Ca > “a 0.1 E = o5 0.4 >
A
i)
1 T T T
(=] B e e —] o.
o8 F--- i e et e —] o.
o7 F--- i T e — [
08 [--- B e e —] o.
os F--- B TR S —] o.
o4 fF--- B R i il S —] o.
03 F--- R Rt S —] o.
o2 F--- L I e e e e e = el — [
o1 F--- S= T .
Y5 1 2 = >
Qh QZ h a)z
o, O

3.2. abra. A specifikaci6 el6torzitasa €s a karakterisztika egy pontjanak

megszerkesztése
Az eredeti specifikacio:
Az ateresztd sav széle: w, =020,
A zarosav kezdete: ®, =0.25w,
Az el6torzitott értékek:
Q, =tg| 72 | =1g(0.27) = 0.72654
a)S

Q, =tg| 722 |=1g(0.257) = 1.000

@
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IIR sziirk tervezése

Ezutan foglaljuk 0ssze a tervezési eljaras fobb 1épéseit:

0. Kiindulas: Adott a specifikacioé az o tartomanyban.
1. Elsdének kiszamitjuk milyen relativ frekvencian lesz a sziird hatarfrekvencigja

Q, =tg[ﬂﬂj (3.20.)
[4]

S

2. Elvégezziik a kovetelmény el6torzitdsat ugy, hogy egyben a
hatarfrekvencidra norméljuk a frekvencia adatokat. Az amplitid6 eldirast
valtozatlanul hagyjuk. (A sziir6 katalogusokban az ateresztd sav széle mindig

az egység)

1 .
Q =—t — 3.21.
“helen) e

3. A @ tartomanyban eldallitott kovetelményre megoldjuk az approximacios
feladatot. Ez tipikusan azt jelenti, hogy sziir6katalogusbol kivalasztjuk az eldtorzitott

kovetelményt kielégitd H(s) fliggvényt. A fliggvényt célszerlien elsé és masodfoku

gyoktényezoket tartalmazé alakjaban vessziik at.
2

S
1 1 e b Q’
H(s)=— (LS (3.22)
C Sl S S
" 1+ 2¢, —+ =
on ka ka

4. A 3.22. figgvény hatarfrekvencidja még az egység, ezért az chi

helyettesitéssel vissza kell allitani az eredeti eldirasnak eleget tevd fliggvényt.

crer

Ezutan végezhetjiik el H (s) bilinearis transzformaciojat.
Ez a két 1épés 0sszevonhato az:

-1
s= 1 172 (3.23)
Q,1+z
(3.22.)-be torténd behelyettesitéssel.
H(Z)=H(s) ... (3.24.)
Q1427

5. A diszkrét idOben érvényes masod- ¢€s elséfoku gyoktényezok ismeretében
foghatunk hozza a sziird realizalasahoz. A realizalas alapvetd kérdése, hogy
milyen struktaraban kivanjuk a szlrét megvaldsitani. A struktara
megvalasztdsakor mérlegelniink kell az egylitthatd érzékenységet (a véges
egyiitthatd  szOhosszisdg hatasat), a kivezérelhetdséget (tulcsordulés
lehetdségét ), valamint a sziiré miitkodése kozben ( a folytonos kerekités
kovetkeztében ) termelddd aritmetikai zaj hatdsat. A kérdések Osszetettsége

miatt a realizalds ezen problémaival kiilon fejezetekben foglalkozunk.
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IIR sziirdk tervezése

Példa: Tervezziink 3-ad foki maximalis lapos karakterisztikaju alulateresztd
szlir6t 1kHz hatarfrekvencidval (3db-es pont). A mintavételi frekvencia 10 kHz.

1. A hatarfrekvencia relativ egységben (3.20.) :

Q, = tg(ﬂ&J - tg(ﬂ%j = 0.32492

S
2. A specifikacioban a fokszamot adtuk meg, igy nincs mas frekvencia eldiras.
3. A specifikaciot a 2.fejezet példajaban kiszamitott fliiggvény kielégiti:

A(s) = ———

(1+s)1+s+5s?)

4. A (3.24.) szerint elvégezve a bilinedris transzformaciot:

1 1-2"" Qh(1+ z’l) Qﬁ(1+ 2’1)2

-1 -1 )
_ Ay +3,27 8y, +a,2 +ay1

1+b,z7"  1+b,z7" +b,z7
Ahol:
Q Q-1
dy =, = " =0.245237 b, = —"— =-0.509525
Q, +1 Q,+1
QZ
a, =a,, =————=10.073802 a,, =2a,, =0.147604
02 22 1+ Qh + Qﬁ 12 02
2(Q; -1 1-Q, +Q;
= % =-1.250516 b,, = “—+2 =0.545723
1+Q, +Q; 1+Q, +Q;
5. Realizalas: ()=
‘b12 'b22
> 7! > 7! > 7z
.
a01 art

A

>+ > Z > Z
Y
; 'bll

3.3. abra A realizalt sziir6
(els6 és masodfoku DO strukturaju alaptagok kaszkad kapcsolasa)

\

HE)- A[SZQ_hHZIJ_ Qi+z)+-2" )21+ 2 + 0, (1-22)+ (-2 )
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3.3. Amplitudé korrektorok

Bilinearis transzformacioval nem csak frekvencia szirék, hanem mas
eszk6zok, pld amplitadd korrektorok is tervezhetdk. Az amplitadd korrektorokkal
szintén a jel spektrumat kivanjuk formalni az adott amplitddé eldiras szerint, de
esetiikben a zarosavi végtelen csillapitas altaldban nem kdvetelmény.

A kivant amplitadé karakterisztika folytonos-idejii kozelitése egyszeriibb
feladat (Bode-diagramok segitségével) mint a diszkrét-ideji direkt approximacid. A
szlirdtervezéshez hasonldan: a kovetelményt eldtorzitjuk, megkeressiik a megfeleld
H(s) -t, majd végrehajtjuk a bilineéris transzforméaciot.

A modszert egy példaval szemléltetjiik:

A példaban legyen a feladat egy olyan amplitid6 korrektor tervezése, melynek az
atvitele altaldban “1” (0 dB), kivéve az @, frekvencia kérnyezetét, ahol a®

kiemelést (vagy elnyomast ) kivanunk megvalositani. A kiemelés/elnyomas relativ
savszélessége legyen o (lasd 3.3. abra)

A
joT
201gH (e | oo, .
5
a
3 dB ]
5 v a i
A w
1 2 4
a)S
o \ A >
-1 a,
. h\
- N/
- \/
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

3.4. abra Az amplitadoé korrektor amplitido karakterisztikdja

A (3.18.)-nak megfelelden, a kiemelés/elnyomads a relativ frekvencia tengelyen:
Q, :tg(;z&] (3.25.)
a)S
Itt az atvitel értéke:

A=102 (3.26.)
Az Q,,Q, savhatirokon az atvitel: VA (lasd az abat).
Ezekre a frekvenciakra eldirjuk:

Q, =/Q,Q, (3.27.)
Qz _Ql
Q0

5= (3.28.)
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A folytonos-idejii transzfer fiiggvény legyen:

: s’ +D,;sQ, +Q;
H(s)= > 120 5% (3.29.)
s”+D,sQ, +Q;

Ez a fiiggvény a 0 és a végtelen frekvencian 1 atvitelt ad, az Q j-an:

|:|(JQ ): _Q(Z)"'leQé"'Qé :&:A (3.30.)
" -0i+iD,0 +0Q) D,

Az Q,,Q, savhatarokon:

2
. . Q, Q ! 24 D2
\H(JQZ)\2=\H(J'QI)(2= 2 L (3.31)
2 2 2
Q, Q, D 0" +Dj
QZ QO ?

A 3.30. és 3.31. egyenleteket megoldva D1, Dy —re, a méretezési képletek:

5
D,=6JA ¢  D,=—— (3.32)
VA

A paraméterek ismeretében végrehajthatjuk a bilinearis transzformaciot:

H@)=A(E) o = 5D+ 0
- 24 D,8Q + 02|

1+z s= :

s=

1+z~

_a,+az +a,z” (3.33)
1+bz™" +b,z7 o

ahol:
14D,Q, +Q} 2@ -1) 1-D,Q, +Q}
1+D,Q, + Q2 ' 1+D,Q, +Q} ?

’ " 1+D,Q, + Q2
2(Q2 -1) 1-D,Q, + Q3

= b: 3.34.
' 14D,Q, + Q2 > 14D,Q, + Q2 (3:34)

do

aj

| 2

3.5. abra Az amplitado6 korrektor realizaladsa D1 struktiraban
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