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4. Linearis fazisu FIR sz(irok tervezése

4.1. Tervezés Fourier sorfejtéssel

A FIR szirék impulzusvalasza véges, a folytonos-ideji sziiréké végtelen id6
kiterjedésti, ezért a két sziird osztaly kozott nem teremthetd analogia. FIR sziirk tervezésére
ezért alapvetden mas modszereket fogunk hasznélni.

A véges impulzusvélasz ugyanakkor lehetdvé teszi, hogy idedlisan linearis fazisd
(konstans csoportfutési idejil) sziir6ket tervezziink.

Legyen az amplitidé kovetelményt leird fiiggvény D (a)) Ez egy altalunk (a
tolerancia séma kozepében felvett) valds, tipikusan szakaszonként konstans értékili, a
mintavételi frekvencia szerint periddikus fiiggvény:
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4.1. dbra A kivant amplitudo karakterisztika

Ez a fiiggvény eldallithatd Fourier-soraval:
D(w)=D("")= > d(ne " 4.1

ahol a Fourier-sor egyiitthatoit a:

d(n) = € D(e'"e"™ dw (4.2.)
a)S =0
Osszefiiggéssel szamithatjuk ki. Mivel D(a)) valds, paros fliggvény, ezért a d(n) sorozat is
valos, paros sorozat ( d(-n)=d(n) ).
Az N-ed foku, kauzélis FIR szlir6 megengedett transzfer fiiggvénye:

N-1
H(z)=> h(mz™" 4.3)
n=0
A frekvenciatartomanyban az atviteli fliggvény:
H(w)=H (e )=>"h(n)e ™" (4.4)
n=0

Vegyiik ¢észre, hogy a (4.1.) alak hasonlit a FIR sziirék (4.4.) alakt atviteli
fliggvényére, eltekintve a végtelen fokszamtodl és a negativ indexektdl (kauzalitas)!
Ez a hasonldsag lesz a tervezés alapgondolata.
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Els6 1épésben az atviteli fliggvényt a D(a)) véges Fourier-sordval fogjuk kozeliteni.
Az igy kapott véges, nem-kauzalis sorozatot ezutan az iddtartomanyban eltoljuk annyival,
hogy a sorozat kauzalis (realizalhato) legyen.

Mivel D(a))-ét valos fiiggvénynek vettiik fel, annak fazisa azonosan zérus volt. Az
iddtartoményban eltolt sorozathoz tartozo atviteli fliggvény faziskarakterisztikaja az eltolasi
tételnek megfeleléen, egzaktul linearis lesz. A faziskarakterisztika meredeksége (a csoport
futasi 1d6) az eltolas nagysagaval egyezik meg. A sziird altal okozott jel késleltetés jelentds
lesz, melynek nagysaga csak a tervezés soran alakul ki (ugyanis a valasztott fokszamtol fligg).

A fenti gondolatmenetet kdvetve valasszuk a sziiré fokszdmat paratlanra!
N-1=2R (4.5.)

A megengedett kauzalis H(z) atviteli fiiggvényt irjuk fel egy nem-kauzalis G(z) fiiggvény
segitségével:

H(z)= z’RElh(n)z"”’R’ =7"G(z2) (4.6.)
melyben: "~
G(2)= fh(n)z*”-m = i h(k +R)z™* = ZR: g(k)z™* 4.7)
ahol: "~ o o
g(k)=h(k+R) és: k=-R,...+R 4.8.)

A (4.7.)-bena n =K + R indexcserét alkalmaztuk, igy a g(k) nem-kauzalis sorozatot a
kauzalis h(n) sorozat R-el torténd “eltolasaval” allitottuk el (eltolasi tétel).

A (4.6.) a frekvencia tartomdnyban:
H(e"" )=e " G(e" ) (4.9.)
Amennyiben a G(ej‘"T ) fazisa zérus, a sziir6 o(w) faziskarakterisztikéja:

p(w)=-aRT (4.10.)
egzaktul linearis.
A (4.7.) alapjan:

G(w)=G(e'") = i g(k)e T (4.11)

Most mar érvényesithetjiik a (4.1.) és a (4.11.) kdzott észrevett hasonlosagot!
A (4.2.) szerinti sorfejtést mefelelden nagy indexhatarig (R) elvégezve, azt varjuk,

hogy:

G(e!") = D(e!T) 4.12))
ha
d(k), |k|<R
g(k)={ E),) IkI>R (4.13)
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A méretezési 1épések tehat:
1. A tolerancia sémaba megrajzoljuk D(a)) -at  (ateljes periodusral).
2. A (4.2.) felhasznalasaval kiszamitjuk d(k)-t , k=0,1,2,...,R -re ( d(-k) = d(k) ).
3. A (4.13.) szerint: g(k) = d(k)
¢s igy (4.8.) felhasznalaséval:

h(n)=g(n—R) ahol : n=0]l,.2R (4.14.)
4. A véges Fourier-sor miatt ellendrzés képpen kiszamitjuk a

H(Ee")| =le ™ |e@™ )| =|G(e") (4.15.)
transzfer fiiggvényt (lasd 4.11.) (Analizis feladat).
Ha az eredmény nem tesz eleget a toleranciaknak, noveljiik R-et és 2.-t61 kezdve

ismételjiik az eljarast.
5. A h(n) ismeretében a realizaland6 sziird:

x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-3) X(n-N+1)

A

\

h(N-1)

4.2. abra FIR szir6 realizalasa

Felmeriil a kérdés, a (4.13.)-ban tett g(k) = d(k) valasztas optimalis-e? Ha igen,
milyen értelemben? Az analizis kapcsan ugyanis azt tapasztaljuk, hogy a véges Fourier-sorral
vald kozelités miatt mind az ateresztd, mind a zard tartomanyban meglehetdsen nagy
ingadozast kapunk, és a fokszdm novelése nem feltétleniil csokkenti annak mértékét ( Gibbs
oszcillacio ).

A véges Fourier-sorral torténd kozelités a négyzetes hibat minimalizalja, és ebben az
értelemben véve optimalis. Ezt az allitast a Parseval-tétel segitségével bizonyithatjuk.

A frekvencia karakterisztika hibaja:

0 R
E(a)) — D(eij ) _ G(eij) — Z d(k)efjkwT _ Z g(k)efjk(uT (416)
k=—o0 k=-R
Az index szerint atcsoportositva:
E(w)= > (d(k)—g(k))e ™" + > d(k)e ™" (4.17.)
k<R k>R

A Kkozelités josagat az E(w) hibafliggvény abszolutérték négyzetének egy periddusra
vett integraljaként definialt, e* nagysaga szerint értékeljiik.
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A Parseval-tétel értelmében €° a Fourier-soraval is kifejezheté:

e :wi [ |E* @ do= Yld0 -0 + Yldcf (4.18)

IK[<R KPR

Rogzitett R esetén a g(k)=d(k) valasztds az &* értékét minimalizalja (mivel a
(4.18.)-ban az elsO Osszeg igy zérus, a masodik pedig csak a specifikaciotol fiigg, a valasztott
g(k) szir6 egyiitthatoktol pedig nem). A Fourier-sor tehat a négyzetes hiba integraljat
minimalizalja és igy, ebben az értelemben optimalis.

4.2. A Gibbs oszcillaci6

A véges Fourier-sorral torténd kozelités hibajat szemléltessiik egy numerikus
példaval!
Legyen a tervezendd sziir§ aluldtereszt6, a kivant D(w) karakterisztika:

a [0- @, ] tartomanyban legyen 1, az [ w, —%] tartomanyban pedig 0.

A (4.2.) alapjan:
s _ sin 27m —" . sinn—ﬁ
d(n)=— [D(wp""dw=— [ e"dew=2"" Do o2 2 (4.19.)
a)S 0 a)S -y, a)S Zm& 2 ni
0] 2

Az igy megtervezett sz{ird amplitddo karakterisztikajat latjuk a 4.3. dbrén, az
o, =0.15w, paraméter valasztassal, N=21 illetve N=41 értékek mellett.
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4.3. dbra A véges Fourier-sorral nyert amplititado karakterisztika




Linearis fazisa FIR sziirok tervezése

Mint az abrabdl lathatd, az N novelésével (kozel kétszeres érték!) a karakterisztika
meredeksége valtozik az atmeneti tartomanyban, az ingadozas mértéke azonban allando
marad.

A zar6 tartomany sz€lén elért 21 dB-es csillapitas altalaban kevés, ugyanakkor a sav
masik sz¢lén esetleg erdsen tulteljesitjiik az eldirdst. Ez azt mutatja, hogy a modszerben van
tartalék, de az optimumot masként kell megfogalmazni.

A Gibbs oszcillacio okat keresve, az eddig kovetett modszert targyaljuk egy kissé mas
formalizmussal. A véges sorozatra valo attérést hajtsuk végre tigy, hogy a végtelen d(k)
sorozatot szorozzuk meg egy véges tartdji ablak (window) fliggvénnyel, w, (k) -val.

g(k)=wg(k)d(k) K =—00...40 (4.20.)
ahol WR(k) az u.n. négyszogletes (rectangular) ablak sorozat:

k)= L |k<R 421
we(k) = 0 [k|>R (4.21)

Az id6tartoményban torténd szorzas (4.20.), a frekvenciatartomanyban konvolucionak
felel meg:

Glw)=G(e™") = 1 TWR (v —w)D(v)dv (4.22.)

Az ablak sorozat Fourier-transzformaltja:

o0 - R . et | — g i@ReDaT
Wi (@)= D Wy (ke 2T = Y e el —elfel - —
k=—00

K=—R 1—e

g I@RDOT/2 G j(@R+DOT/2 _ o= j(@R+D0T/2

=t o ioT/2 pIoT/2 _ g-joT/2 (4.23.)
W, () = SBNOT/2) ol N =2R+1 (4.24.)
sin(wT /2)
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44.4bra A W, (a)) fliggvény egy periddusa N=25 esetén
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A 4.22.-ben felirt konvolucié megadja az Osszefiiggést az eldirt (idedlis) és a tényleges
karakterisztika kozott. A konvolicid kovetkeztében a karakterisztika torzulni fog. A torzuléas
meértéke és jellege a konvoluciodban szerepld masik fiiggvénytdl fligg alapvetden.

Torzulds akkor nem kovetkezne be, ha a konvolicié masik fiiggvénye Dirac-delta
tipusu fiiggvény lenne. (Ez a megoldas végtelen tartdjii négyszogletes ablakot jelentene az
idotartomanyban.) A Gibbs-oszcillacio oka az, hogy a W, (a)) fliggvény eltér a Dirac-delta
fliggvénytol.

Annak érdekében, hogy megértsiik a Gibbs-oszcillacid okat, egyszerisitsiik le a
W, (a)) fligvény alakjat azért, hogy a:

1
G(w)=— j W, (v — @)D(v)dv
s v=0
integralt grafikusan is el tujuk végezni.
A 45.a. abran a W; (a)) fiiggvényt a fohurkot reprezentdld egyetlen négyszog-

impulzussal kozelitjiik. A 4.5.b. dbran az elsé mellékhurkokat is figyelembe vettiik.

tow tow
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4.5. abra A konvoluci6 grafikus modszerrel tortand elvégzése

Vegyiik észre, hogy ha nem négyszogletes fliggvényeket haszndlnank W, (a))

kozelitésére, akkor az eredmény csak annyiban lenne mas, hogy az eredmény-fiiggvényben a
ferde szakaszok nem egyenesek, hanem gorbék lennének. A tdéréspontok helye, és az
eredmény jellege azonban nem véltozna.

AW, (a)) fiiggvény a Dirac-delta fliggvénytol alapvetden két paraméterében kiillonbozik:

1. A fohurok véges B savszélessége:
W, (a)) egy periodusra esd zérus helyei:




Linearis fazisa FIR sziirok tervezése

®, :m% ahol: m=1..(N-1). (4.25.)
Amibdl a féhurok szélessége:

®, =B= 2% (4.26.)

A konvoluci6 kovetkeztében a végtelen meredekségii szakaszok véges meredekségiivé
valnak. A zérus szélességll éles atmenet B szélességiivé “kenddik” szét. Igy alakul ki az a
karakterisztika @, &tmeneti tartomanya.

Mivel az atmeneti tartomany specifikdcidos adat, ezt felhaszndlhatjuk a sz(ird
fokszamanak kiszamitasara:

Ng>N=22 (4.27.)
(’Ot

2. A mellékhurkok alatti véges teriilet:

A konvoluciés integralban a mellékhurkok (az alattuk 1évo teriilettel aranyos)
hullaimossagot okoznak. A fOhurokhoz legkozelebb 1évé mellékhurok alatti teriilet a
legnagyobb, ezért az atviteli fliggvényben a hatarfrekvencidhoz legkdzellebb es6 atereszto- és
zard tartomanybeli hulldm amplitaddja a legnagyobb (lasd a 4.3. &brat).

Ha a négyszdgletes ablakkal kapott atviteli fliggvény nem kielégitd, akkor mas ablakot
kell hasznalnunk. A korabban kiszaitott négyzetes hiba (azonos fokszam mellett) igaz
ilyenkor nagyobb lesz, de a fliggvény toleranciainak elosztasa az atviteli karakterisztika
szempontjabol kedvezdbben alakul.

A fenti analizis azért volt hasznos, mert kijeldli a kovetendd utat:

Olyan véges hossziisagi ablakold sorozatokat keresiink, melyek Fourier-
transzformaltjaban a mellékhurkok alatti teriiletek a fohurok teriiletéhez viszonyitva Kicsik.




