Linearis fazisa FIR sziirok tervezése

4.6. A Hilbert transzformalt sz(iré

Ismert tény, hogy egy valds értékil x(n) sorozat X(w) spektruma (Diszkrét Fourier
Transzformaltja) olyan, hogy mind a pozitiv, mind a negativ frekvencia tengelyen rendelkezik

spektralis 0sszetevokkel az |a)| <, /2 savban. S6t, valos jelekre érvényes az u.n. konjugalt

komplex szimmetria tétele, vagyis: X(- @)= X"(@), ahol:
X(e’")= X(w) = DFT{x(n)) (4.78))

Ebbdl kdvetkezden, ha olyan jelet keresiink amelyiknek csak a pozitiv tengely felett
vannak 0sszetevoi, annak sziikségképpen komplex értékii sorozatnak kell lennie.

Keressiink ezért az x(n) sorozat mellé egy szintén valos értékii y(n) sorozatot ugy, hogy
a:

z(n) =x(n) +j y(n) (4.79.)

komplex értékii sorozat Z(w) spektruma rendelkezzen a fentebb megkivant tulajdonsaggal! Ha
talalunk ilyen y(n) sorozatot, akkor ezt nevezziik az x(n) Hilbert transzformalt-janak.

y(n) = HT {x(n)} (4.80.)

A Hilbert transzforméatort egy linedris idéinvaridns sziirdvel tudjuk megvalositani,
ahogy azt a 4.15. abra mutatja:
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> x(n) | -

J o———>

H@) () . ‘ ®
_-035/2 B /2

S

x(n)

\ 4

4.15. 4bra A Hilbert transzforméator mint linearis szir6

A szlir atviteli karakterisztikéja:

w
—j ha O0<o<—

H(w)=—jsign(w)=1 0  ha ©=0 (4.81)
. (OF
+J ha —7‘ <w<0

Szavakban ez azt jelenti, hogy a szlird amplitadé karakterisztikdja konstans, tehat
mindentateresztd (leszdmitva az ©=0 és az w=wy2 pontokat), mig a fédzisa pozitiv
frekvenciakon -90° és negativ frekvenciakon +90° .

Els6 Iépésben bizonyitsuk be, hogy ezzel a sztirével a kitizott feladatot oldjuk meg!
Hatdrozzuk meg ezért z(n) spektrumat:

Z(w)= DFT{z(n)} = DFT{x(n)+ jy(n)} = DFT{x(n)} + jDFT{y(n)} =
= X(w)+ jY(0) = X(@)+ jH(@)X(w) = 1+ sign(e)|X(w) =
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= G(w)X(®) (4.82.)

Ahol:

S

2 ha O<w<
G(w)=1+sign(w)=141 ha ®=0 (4.83.)

0 ha _a;, <w<0

A 4.83. alapjan mondhatjuk, a szlir6 megoldja a feladatot (1asd az alabbi abrat).
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4.16. abra. A komplex jel spektruméanak szarmaztatasa

A kovetkezo 1€pés legyen a szlird h(n) sulyfiiggvényének meghatarozasa!
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= 2 [l—cos(a)‘nTﬂ =L[l—cos(nﬂ)]={4 ha m:ptin (4.84.)
o .nT m O ha n:prs

A 4.84.-bol lathatd, hogy a szlird végtelen impulzus valaszu ( -0 < n < o), paratlan
szimmetridju ( 4(-n) = h(n) ) és csak a paratlan sorszamuak kiilonboznek a zérustol.
Szerencsére novekvd n-nel a sorozat 1/n sebességgel eltlinik, ezért bizhatunk abban, hogy
elég nagy R paratlan szam utan elhanyagolhatoan kicsivé valik (lasd a tervezés Fouriersor-ba
fejtéssel c. fejezetet.)

20



Linearis fazisa FIR sziirok tervezése

x(n)=xy(n-R)
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4.17. abra. A Hilbert-transzformalt part el6allitdo FIR sziird

A nyilvanvaléan nem kauzédlis H(w) atviteli karakterisztikdji szlir6t kauzalissa
tehetjiik a sulyfiiggvény R értékii eltolasaval (lasd 4.17.abra). Ennek a sziirdnek azonban mar
RT késleltetése lesz. Ezt a késleltetést ha az xo(n) bemend jelen is végrehajtjuk, akkor az y(n)

az abra szerinti x(n) jel Hilbert transzformaltja lesz: y(n) = HT {x(n)}

A véges Foirier sor, mint azt az elézéekben lattuk, Gibbs-oszcillacibhoz vezet. Ezt
kikiiszobdlhetjiik, ha most is ¢éliink az ablakozasi technikaval. Példdul Hamming ablakot
valasztva az atviteli fliggvény ingadozéasa jelentés mértékben lecsokken, ugyanakkor egy
atmeneti sav sav 1ép fel az =0 és az ow=wy/2 pontok koérnyezetében, ahol a H(w) —nak
eredetileg szakadasa (ugrasa) volt. Az atmeneti sav szélessége Hamming ablaknal:

o, =4—= (4.85.)

4.18. dbra. A Hamming sulyozott Hilbert szlird effektiv amplitadé karakterisztikaja

A szlird az [o/2, wy/2 -my/2] tartomanyban allitja el6 a Hilbert transzformaltat. Ebbol
kovetkezden: csak olyan jelek transzformaltjait tudjuk eldallitani, melyek spektrumai
savatereszto karakterisztika jelegtliek.
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4.7. A Hilbert transzformalt sziirbpar

Legyen egy nemkauzalis aluldteresztd sziiré sulyfiiggvénye a gy(k) valos, paros
sorozat, ahol —R < k < R. A sziir6 atviteli fliggvénye a valos, paros:

G,(w)= Z g, (k)e " (4.86.)

Képezziik ezek utan az o, frekvenciaval modulalt sorozatokat az alabbi mddon:
gc(k)=2g,(k)cos(ka,T)  g(k)=2g,(k)sin(ke,T) (4.87.)

Az o, frekvencia legyen nagyobb az alulateresztd hatarfrekvenciajanal, melynél a
sziird atvitele mar elhanyagolhatéan kicsi. A koszinuszos moduldcidhoz tartoz6 atviteli
fliggvény:

R R
Gc(a))z zgc(k)e_jkﬂ = Zgo(k)[ejk%T +eijk”°T]e_jk“’T =
R R
= Zgo(k)e—J(w—wo)kT n Zgo(k)e—j((u+wo)kT _
k=R

=—R
=Gylo-w,)+G,(0+w,) (4.88.)
A szinuszos modulacidhoz tartozo atviteli fliggvény:
R . R - . A
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k=-R k=-R
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- Zgo (k)e—j(w—(uo)kT + zgo (k)e*j(a)Jra)o)kT _
k=—R k=—R

=—jG0(a)—a)O)+ jGO(a)+aJ0) (4.89.)
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4.19. dbra. A Gy(w), Ge(w) és Gs(w) atviteli karakterisztikéja
A tervezett szlir6ket a szokasos modon, az idétartomanyban torténd eltolassal tehetjiik
kauzalissa:
h.(n)=g.(n-R)  hy(n)=g,(n—R) n=0,12,...2R (4.90.)
Az igy kapott kauzalis sziir6k fazisa linearis oly mddon, hogy a két kimenet kozott a
90%-0s fazis kiilonbség megmarad, mig amplitidé karakterisztikdjuk egyforma, savsziird
jellegti.

n(n)

4.20.4bra A Hilbert szlir6par realizalasa

Abban az esetben ha az ®¢= wy/4, akkor a (4.87.)-bdl kdvetkezden g.(k)=0, ha k: paratlan,
illetve gs(k)=0, ha: k paros.

4.21.4bra A Hilbert szirOpar az o= w¢/4 esetében (R:paros)
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