Linearis fazisa FIR szlirék tervezése

4.5. Frekvencia mintavételez6 sziir6

A frekvencia mintavételezd tervezési eljarassal olyan FIR sziir6t tudunk méretezni.,
melynél a diszkrét o, (k = 0,1,2,..N-1) frekvencidkon irjuk el a szlird6 H, atvitelét (a
specifikacio) . Ennél az eljarasnal tehat a kivant karakterisztikat a mintéival irjuk eld, innen a
modszer neve. Az eldirt pontokban az atvitel értéke egzaktul az eldirt érték lesz, a kdztes
frekvencidkon viszont a médszer nem garantélja az amplitido karakterisztika kis ingadozésat.
Természetesen, ha az eldirds pontjait siiritjiikk, akkor varhatoan az eltérés is kisebb lesz. A
moddszer annyiad foku szlirét eredményez, amennyi az eléirdsok szama (N).

A Amplitado
el6iras

4.12. abra Az amplitado kovetelmény megadasa mintdival

A kovetkezokben ismertetésre keriild eljarasban a [0- ] tartoményt N darab egyenld
kozre osztjuk fel (ekvidisztans felosztas). A specifikdcio altaldban csak a [0-w /2]
tartomanyban adott, ezért azt ki kell egésziteni a teljes sdvra. Annak érdekében, hogy valos
szird egylitthatokat kapjunk, be kell tartani a szimmetria kovetelményeket, nevezetesen
H,_« = H, ha N paratlan, illetve H, , =—H, ha N paros (lasd késébb).

A frekvencia mintavételezé eljaras lényege: az osztépontok felett u.n. Lagrange-féle
interpolaciot hajtunk végre olyan fiiggvényekkel, amelyek FIR struktirahoz vezetnek.

Elsonek tekintsiik az alabbi N-ed foku egyenletet:

N =1=ek (4.49.)
Ennek gydkei az u.n. egységgyokok:

P

z,=e N k=0.N-1 (4.50.)

Az egységgyokok felhasznalasaval az interpolalo fliggvény:

1 1-z% 11-z]z"
(2) Ni-zz' N 1-zz" (451)
A frekvenciatartomanyban az interpolalo fliggvények:
_ 1 1—elkerg-iNeT
F(0)=F (e )=~ (4.52.)

- N l_eijn/Ne—ja)T

A (4.52.)-6t céljainknak megfelelen 4talakitva:
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E (a)): o I(N-DT /2 jhr(N-1)/N isin(N((o—a)k T /2) (4.53.)
“ N sin((w—-o,)T/2) T
ahol:
0
o, =k— 4.54.
=k (4:54)

Ez a fiiggvény kivaloan megfelel az interpolacio céljara, mert F, (a)k ) =1, mig a tobbi
osztaspontban F (@, )=0 (ha o, #®,).
A szlir6 transzfer fliggvényét ezek utan allitsuk el6 a kdvetkezd modon:
N-1

H.F.(z) (4.55.)

k=0

crer

Hw,)=H (" )= H.F, (e, )=H (4.56.)
amint azt vartuk.

A (4.55.)-be behelyettesitve (4.53.)-at, irhatjuk:

Hw)= e 102§y g Lsin(N@-=a,)T/2) (457

Py N s1n((a) a)k)T/2)

Visszatérve a komplex frekvencia tartomanybeli leirashoz, arra toreksziink, hogy a
szlrd egylitthatoira a (méretezésre) 0sszefliggéseket kapjunk. Ennek érdekében a (4.55.)-be
helyettesitsiik be (4.51.)-et:

N-1 N-1 1—ZN -N
Hka H ———

= 1 (4.58.)
k=0 k=0 N - ZkZ

Itt felhasznaltuk, hogy z,' = 1.

Az 0sszegzésben szereplo kifejezés felfoghatd egy N tagbol allo mértani sor 6sszegének:

-N N—-1 n

l—Zk z (ejk27z'/n —1) (4.59.)

-z, 7! o

A fenti atalakitast (4.58.)-ba helyettesitve:

” N-1

sz H, =>"h(nk™ (4.60.)

aminek végsé alakjaban a FIR sziirok megengedett transzfer fiiggvényének alakjat
ismerhetjiik fel.

OMZ
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x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-3) X(n-N+1)

h(N-1)
4.13. abra A realizalt FIR sz{ird
A szlird egylitthatoira adodo osszefiiggés a (4.60.)-bol:
1 N 2% nk
h(n):W He n=012,.,N-1 (4.61.)
k=0

Ez az 0sszefliggés nem mas, mint az inverz diszkrét idejii Fourier-transzformacio képlete.

h(n)= IDFT{H, } (4.62.)

vagyis a szlrd egyiitthatok vektorat a kdvetelmény (vektoranak) IDTF-jeként szamithatjuk ki.
Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett lesz
- aszlr6 faziskarakterisztikdja linearis €s

- az egylitthatok vektora valos.

A sziir6 frekvencia valasza a (4.57.)-bol:

H(a)) _ @ I(N-DaT /2 % H._ elkr(N-D/N L Sin(N (- )T /2)
il N sin((ow— )T /2)

_ e*”“*lmmf o L sin(N(o -, )T /2)

=N sin((w-0,)T/2) (4.63)

ahol: D, = H,e kNN (4.64.)
A (4.63.)-bol lathato, hogy a szlird faziskarakterisztikaja:

plw)= —%aﬂ (4.65.)

egzaktul linearis, ha D, valos. (A szumma alatti kifejezés igy valos, fazisa zérus.)
Ez a feltétel tigy biztosithatd, hogy a specifikacionak D, valés értékeit tekintjiik, és
ezekbdl szamitjuk ki a H, értékeket:
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H, =D e MrN-II/N (4.66.)

A Fourier-transzformacio elméletébdl ismert, hogy a (4.61.)-ben kiszamitott h(n)
sorozat akkor lesz valos, ha a H, sorozatban érvényesiil a konjugalt komplex szimmetria:

H,,=H, (4.67.)
(A “*” akonjugaltat jelenti.)

Ha a tervezésben D, valos értékeket vessziik fel a k < % pontokban (@, < %), a

(4.67.) szerinti megkotést kielégithetjilk D _, megfeleld megvalasztasaval ( @y, = s ).

2
A (4.64.) —bdl, a (4.67.) felhasznalasaval irhatjuk:
Dka -H Nikej(N—k)zr(N—l)/N —H :ej(N—k)zr(N—l)/N (4.68.)
Mivel (4.66.)-bol:
H: — Dk (e—jklr(N—l)/N )* — Dkejkﬂ(N—l)/N (469)
ezert:
DN .= Dkejkfr(N—l)/Nej(N—k)ﬂ(N—l)/N _ Dkej(N—l)ﬁ (4.70.)
Eredményiinket egyszeriibben is felirhatjuk:
D, N: paratlan
Dy, = ) (4.71.)
-D, N: péaros
Foglaljuk 6ssze a tervezés lépéseit:
1. Al[0<o, < %] tartomanyban felvessziik D, valos értékeket.
2. Az [% < wy_, < o,] tartomanyban (4.71.) szerint valasztjuk meg D, _,
értékeit.
3. A (4.66.) szerint kiszamitjuk a H, sorozatot (ezek mar komplexek).
4, Elvégezziik a (4.62.) szerinti Fourier-transzformaciot. Eredményiil a h(n) sziird
egyliitthatokat kapjuk.
5. Analizis program segitségével ellendrizziik a sz{ird atvitelét
( P1d. a Matlab freqz( . ) azonositoju fliggvénye segitségével)
6. Ha a kdzbiils6 pontokban az atvitel kilép a specifikaciobol, akkor noveljiik az

osztopontok szdmat (N-et, a fokszdmot).

A tervezés soran, a specifikacio atmeneti tartomanyaba esé, k-adik osztoponthoz
tartozd D, eldirast célszerli paraméternek felvenni (lasd 4.8.4bra). Ezen el6iras kis

valtoztatasaval ugyanis jelentdsen befolydsolni lehet a karakterisztika alakulasat az
osztopontok kozotti tartomanyokban. A megfeleld érték “ bejatszasaval ” a fokszam novelése
nélkil is kielégitd eredményre juthatunk. ( A kiindulasi fokszdmra a korabbi modszerekkel

adhatunk becslést.)
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Egy érdekes strukturdhoz juthatunk el a H(z) transzfer fiiggvény (4.58.) alakjanak
algebrai atalakitasaval. ( Most N paratlan, de lehetne paros is.)

&, 1 1-z" 1 . 1 O H Hy_
H(z)= Hkﬁ—qzﬁ(l_zN{Ho Tt Z( 4 Nk ﬂ:

= 1-2,2 1-2 = \1-z,z" 1-z,,2"
1 (N-1)/2
=W(1—Z*N P(2)+ Y R(2) 4.72))
k=1
Ahol:
H
P(z)= 0 4.73.
/(1) =10 (4.73.)
H H a, +a,z"
P(z)=— Nk = Sk Tie (4.74.)
1-z,27 1-17\ 2 l+b,z7 +2
és:
a, =H +H,, =H +H =2H] cos(k;r%) (4.75.)
a, =-H.zy,, -Hy.,z = _(sz: + H:zk): -2H, cos(k;r NN+1j (4.76.)
b, = _(Zk + ZN—k): _(Zk + Z:): —ZCos(k%) (4.77.)

A (4.75. — 77.) Osszefiiggésekben kihasznaltuk az elézdekben emlitett konjugalt
komplex szimmetriat. A (4.72.)-bdl kiolvashat6 struktira a 4.14. abran lathato.

\

P()(Z)

M: a zérustodl kiillonbozo eldirasok szama

\

Pl(Z)

\

4>{ I/NL =? Pa(2z) -

\

PM(Z

4.14. 4bra Az u.n. “Frekvencia mintavételezd” struktura

Vegyiik észre, hogy az abraban szerepld Py, Pk elsd ill. masodfokl egységek rekurziv
strukturdk (végtelen impulzus valasszal), mikdzben az egész haldzat véges impulzus valaszu.
A rekurziv egységek a stabilitds hatarhelyzetében vannak, mivel pdlusaik az egységkoron
helyezkednek el (egység gyokok). Ezek a fokozatok vezérelt oszcillatoroknak tekinthetdk,
melyek frekvencidi a (pdlusok) idedlis esetben az eldtte 1évo (a késleltetokbdl allo) fokozat
zérusaival egyeznek meg (ui. ha by egzaktul pontos: végtelen szohosszisag).

Megjegyezziik, hogy a frekvencia mintavételezd tervezési eljaras nem feltétleniil
jelenti azt, hogy ezt a struktarat kell valasztanunk (lasd 4.13. 4bra).
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