A véges szO6hosszusag hatisa

6. A véges sz6hosszUsag

A digitalis jelfeldolgozd processzorok (DSP-k) sokféle szempont szerint
osztalyozhatok. Az egyik ilyen szempont lehet az, hogy a benniik 1évo aritmetikai egység
milyen elven miikddik, nevezetesen: fixpontos vagy lebegdpontos a miiveletvégzés. Egy
masik szempont lehet az, hogy az adatbusz (€s a hozza kapcsold6dd6 memoria) milyen széles
(16,24,32 bit). A lebegdpontos processzorok utasitds készletében altalaban megtaldlhatok a
fixpontos miiveletvégzés utasitasai, mig forditva ez nem 4ll fenn.

Ebben a fejezetben a fixpontos aritmetikai egységek kérdéseivel fogunk foglalkozni,
feltételezve, hogy az adatbusz 16 bit széles. Természetesen eredményeink értelemszertien mas
adatbusz szélességekre is érvényesek maradnak.

6.1. A kettes komplemens kod
Fixpontos aritmetikdban altalanosan elterjedt a kettes komplemens kéd hasznalata

(Two’s Comlement code = TC). Ez amiatt van igy, mivel a teljes binaris 6sszeadd-kivond
aramkorok ( ALU-k) ezen kod esetén adjak eldjel helyesen az eredményt.
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6.1. abra A kettes komplemens kod helyértékei

A koédot két mennyiséggel jellemezhetjiik: N a szohosszisag, Q a tortrész bitjeinek a
szama. Hangsulyozzuk, hogy ebbdl a két adatbol csak az N a processzor jellemzod, a Q a
mindenkori programozo adatstruktara valasztasatol fiigg.

A program dokumentéldsakor a szokdsos jelolés pld: 16 TC Q15 ami 16 bites kettes
komplemens kddot jelent, melyben a tort rész 15 biten keriil abrazolasra

A kettes komplemens kodban az ‘X’ mennyiséghez az alabbi definicid szerint
rendeljiik hozz4 a koédot:

) -Q P-2
x=-s2" 4+ b 2" + > b, 2" =—s2°" + Db 2" (6.1.)
k=0 k=—1 k=—Q
ahol az ‘s’ eldjelbit (sign bit) definicidja:

(6.2.)

. 0 ha x>0
11 ha x<0

Véges szohosszlisag esetén mindig van egy legnagyobb ¢és egy legkisebb szam, ami az

adott kodban még abrazolhato:
Xonin S XS X0 (6.3.)

m
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Kettes komplemens kodban ezek:
Xy =271 =270 =201 20 (2N 1 = (28 —1)g (6.4.)

x =21 = pN-QT - _pNIpy-Q _ _7N-g (6.5.)

min

ahol g a legalacsonyabb helyérték (LSB) értéke:
q=2"° (6.6.)

Minden kettes komplemens kodu tort szam kifejezhetd az LSB egész szamu
tobbszoroseként €s gyakran igy hivatkozunk azok értékére:

P-2 N-2
x=-s2"+>"h2" = [—52“‘1 + Zbkzka‘g = Xq (6.7.)
k=—Q k=0

A fixpontos aritmetikakban a leggyakrabban hasznalt formatum a: 16 TC Q 15. Ebben
a formatumban a szdmok a:

—-1<x<1-27" (6.8.)
—32768 < X <+32767
intervallumban helyezkednek el.

20 2-1 2-2 2-3 2-15
S b_l b_2 b_3 b-lS

6.2. abra A 16 TC Q 15 formatum helyértékei

Példaként hatdrozzuk meg két szam kodjat:
X, =0.625,=0%2"+0.5,+0.125,, =0%2° +1*27" + 0*27 +1*27 =
=01010000 0000 0000,. = 5000h (Q15)

—15
X, =—0.625,, =-1*2"+ > b, 2¥ (s=1)
k=-1
—15

amibdl: D b 2% =1-0.625,, =0.375,) =0.25,) +0.125, =0*27' +1*27% 41*2°7

k=1

X, =1011 0000 0000 0000, = BOOOh (Q15)

Egy masik modszerrel: X, = 0101 0000 0000 0000
X, =1010 1111 1111 1111

X
+ 0000 0000 0000 0001
X, =1011 0000 0000 0000
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6.2. A fixpontos aritmetikai egység

A digitalis jelfeldolgoz6 processzorok aritmetikai egységét ugy alakitottak ki, hogy a
(6.9.) alaku differencia egyenleteket a lehetd legnagyobb hatékonysaggal legyenek képesek
kiszdmitani.
M N
y(n)=> ax(n—k)+ > (=b Jy(n—k) (6.9.)
k=0 ke

1

A fenti Osszefiiggés szerint szorzatokat kell Osszeadni. Az aritmetikai egység egy
ciklusban végezze ezeket a miiveleteket tgy, hogy mikdzben egy szorzast végez, az alatt az
1d6 alatt az el6zé szorzatot akkumulalja. ( Pipe-line architektira: az aritmetikai fokozatok
regiszterek kozott helyezkednek el.) A 6.3. abran egy tipikus DSP aritmetikai egységet
lathatunk.

RAM
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Adatbusz 16
Akkumulator

16 ]

) 16
Szorzd Osszeado Shifter
16 40
> 32 40
* L + L —
A
16
40

T regiszter
6.3. abra Fixpontos DSP aritmetikai egysége

Elemezziik a helyértékek szempontjabdl a fenti aritmetikai egységet! Tételezziik fel,
hogy minden szdm ( a konstansok ¢és a jelmintdk) egyforman Q 15 formatumuak. Ekkor a
szorzatot tartalmazo6 akkumuléator formatuma a 6.3. abranak megfelel6 lesz.

e ACCGuard - ACC High > ACC Low ———»
Helyérték: 2120 51 9715516 530

[S[sfslsfsfs[ssfs[s{ [ [ [ [ [T [T QP TITOLT{ITIIITIITITT]
Bit sorszam: 31.30. 16. 15. 1. 0.
Eredmény: 4— Save Q15 —>

6.4. abra Az akkumulator formatuma, ha az operandusok Q 15 formatumuiak

Ha az eredményt is Q 15 formatumban kivanjuk eltdrolni (mert a kdvetkezd litemben
mar ez az adat is bemend adat lesz), lathatoéan az ACC(30...15) helyi értékeket kell a
“Shifter”-en keresztiil a memoridba elmenteni.
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Ha a bemend adatok formatuma més, akkor az eredmény helyi érték kiosztasa is
megvaltozik. Minden forméatumra a programozonak kell megvalasztania az eredmény
mentésének modjat, ugyanis ezen a 1épésen mulik az eredmény formatuma.

Mivel a mentés nem terjed ki a teljes akkumuldtorra, felmeriil a kérdés: jelent-e
problémat az akkumulatorban maradt (nem elmentett) bitek elhagyéasa?

Ha az algoritmus és a hozza illeszkedé adatformatumok jol lettek megtervezve, akkor
az eredmény “belefér” az elmentett adat formatumaba, azaz nem Iép fel tulcsordulas. A kettes
komplemens kddnak sajatossaga, hogy az eldjelbit “balra kiterjesztdédik™. Példankban ez azt
jelenti, hogy a 30-ik és a 31-ik bit azonos lesz. Tehat ha az akkumulator legmagasabb helyi
érték bitjét (az MSB-t, ami a mindenkori eldjelbit) nem mentjiik el, az nem okoz gondot. Ha
tulcsordulas 1ép fel, a két bit kiillonbozd lesz, igy az elmentett adat dirva torzitast szenved
(ellenkez6 eldjelit lesz!).

Itt jegyezziik meg, ha a 32 bites akkumuldtorba 16 bites adatot tdltiink be egy adott
pozicioba, akkor az eldjel kiterjesztés balra automatikusan végrehajtodik, mig jobbra
zérusokkal tolti fel a processzor az akkumulatort (amivel nem valtoztatja meg a szdm értékeét,
fliggetleniil attol, hogy a sz6hosszisag megvaltozott).

Mas a helyzet az akkumulator alsé helyi értékein hagyott bitekkel. Szandékunkkal
ellentétben a program nem a (6.1.) egyenlet szerinti eredményt fogja kiszdmitani, hanem a
(6.10.) szerinti mennyiséget.

y'(n)=y'(n)+e(n) = éakx(n )+ Y (b )y (k) (6.10))

A fenti Osszefiiggésben y’(n) a 32 bites akkumulator tartalmat, y’(n) az elmentett
eredményt és e(n) az akkumulatorban hagyott mennyiséget jeloli. A kiilonbség abbdl is
adodik, hogy mar a bemend adatok sem azonosak, mivel a korabbi iitemekben tortént
mentésekben az y’(n-k) mintak sem voltak pontosak. Az also bitek elhagyasabol ( a jel Gjra
kvantéalasabol) adodo hiba részletes analizisével majd a 8. Fejezetben fogunk foglalkozni.

Ha az eredmény kiszamitasa utan rogton elmentjiik az akkumulatorbol a formatumnak

megfeleld biteket, akkor azt mondjuk, hogy az eredményt csonkoltuk (truncation). Az
akkumulatorban maradt hiba jel ilyenkor mindig pozitiv:

Csonkolas: 0< e(n) <+q (6.11.)

A hibajelre egyenletes eloszlast feltételezve, a hiba varhat6 értéke:
Efe(n)) = % (6.12.)

A (6.10.)-bél
y"(n)=y'(n)—e(n) (6.13.)

¢s igy az eredmény varhato értéke zérustol kiilonbozo (negativ) érték lesz, ha E{y'(n)} =0

E{y"(n)} = E{y'(n) —e(n)} = E{y'(n)} - Efe(n)} = —% (6.14)
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Ha a mentés elott a /2 mennyiséget hozzaadjuk az akkumulatorhoz ( Q 15
formatumban a 14. bit pozicidhoz egy binaris 1-et adunk, 27'° helyérték, 1asd 6.4. 4bra), akkor
beszéliink kerekitésrél (rounding). Ekkor az y’(n) mentett adat varhato értéke meg fog
egyezni az y’(n) varhato értékével, azaz a hiba varhato értéke zérus lesz.

Kerekités esetén:

|
N |2
IA

dﬂ<+% (6.15.)

Szokésos eljards még az u.n. magnitddo csonkolas (magnitude truncation), amikor is a
kiszamitott mintat a zérus irdnyaba esd kvantalasi lépcsore kerekitjiik. Pozitiv minta esetén ez
csonkolds alkalmazéasat, negativ minta esetén pedig a fentebb leirt kerekitési eljaras
alkalmazasat jelenti.

Ekkor:
-g<e(n)<+q (6.16.)

rr sy

6.2. A véges szohosszusag hatasa a sziirGk atviteli karakterisztkajara

A véges szOhosszusag nem teszi lehetdvé, hogy a realizalt sziirékben az elvileg pontos
egyiitthato értékeket allitsuk be, mivel azok pontos szamabrazolasdhoz altalaban végtelen
szobhosszusag kellene. Ha csak az egyiitthatok pontatlansagat tekintjiik, akkor a hatas az lesz,
hogy a szlird atviteli karakterisztikaja egy “kicsit mas lesz”. Célunk ezen eltérés megbecslése.

1. FIR sziirok

Jeloljik a tervezési eljards soran meghatarozott (az elvileg pontosnak tekintett)
egyiitthatok értékét h’-val. A formatum megvalasztasa utan ki kell szdmitanunk a véges

szohosszusagnak megfeleld értéket:

h, = q{round (Z—EH (6.17.)

ahol a round(.) fliggvény a legkdzelebbi egészre torténd kerekitést jeloli. A k-ik egytitthatd
kerekitésénél elkovetett hiba:

e, =h —h’ (6.18.)

q q
1 -—<e <— 6.19.
melyre 5 S8< ( )

Szamitsuk ki az elvileg pontos és a valdsagos egyiitthatokkal felépitett FIR sziird
atviteli karakterisztikainak kiilonbségét, illetve ennek abszolut értékét.

E(w)= ‘H(a))— Ho(a))( =
ze e — jakT

S T jaXT
- 0—
the JokT _ E hle™
N- 1

<z|e ‘e jwkT‘ |

k=0

f(hk - hf)e_jm =
k=0

~q_9
—==N 6.20.
) (6.20.)

J‘:MZ
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A (6.20.) relacioban a legrosszabb esetet (worst case) tételeztiik fel, mely mellett:
E(w)=|H(w)-H° (o) < % N (6.21.)

Tételezziik fel, hogy a sziiré fokszama N = 64 = 2° és a valasztott formatum Q 15 (q=2"").

Ebben az esetben a maximalis hiba:
-15

ZOlog(E )S 2010g[22

értéket is elérhet, ami meglehetdsen nagy.

) ~ —60dB

1
26 1=20loel27'°)=2010
| <2010 ) 20008

o
-60 \
12:o 0.1 NWWWWV\[)VWMMMM/\O \Q/W\NWW‘ @Ws

6.5. abra 64-ed foku FIR szlr6 atviteli karakterisztikaja idealis
és kerekitett egyiitthatokkal

2. Direkt struktaraju IIR sziirok egyiitthato érzékenysége

IIR sziirék esetében az egyiitthatok pontatlansagdnak az atviteli karakterisztikara
gyakorolt hatasat meglehetdsen nehéz kiértékelni a sok paraméter miatt. Ezért az IR szlir6k
esetében az atviteli fliggvény polusainak €s zérusainak egyiitthatd érzékenységét fogjuk
vizsgalni. Ha ez az érzékenység nagy, akkor ez azt jelenti, hogy a realizalt sziiré atviteli
fliggvénye jelentdsen eltérhet a specifikaciot kielégitd, elvileg pontos fliggvénytol.

Legyen az IIR sz{ird transzfer fiiggvénye:

H(z)=M (6.22.)
Ahol a szamlalo:

A(z):iakz’k :aoﬁ(l—zmz") (6.23.)
k=0

N
és a nevezd: B(z)=1+> b,z (6.24.)

N
gyoktényezds alakban: B(z)=]1] (1 -pz" ) (6.26.)
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A szamitdsokat az atviteli fiiggvény polusaira fogjuk elvégezni (A zérusokra a
szamitasok teljesen azonosak).

A polusokat a (6.24.) egyenlet gyoOkeiként hatarozhatjuk meg. A gyokok az
egyiitthatoknak a fliggvényei (gyokmegoldo képlet):

p, = f(b,,b,,....0,.....b ) (6.28.)
Az elvi pontos egyiitthatokbol az elvi pontos gyokok hatarozhatoak meg:
p = f(b’,bY,....b0,....6%) (6.29.)

A fenti N valtozos skalar fliggvény megvaltozasat kozelithetjiik a tejes differencia
kiszamitasaval
N apl
=P, - Z Ab, (6.30.)
k:1 k

ahol: Ab, =b, —b

A gondot az jelenti, hogy a gyokmegoldd képlet magasabb fokt polinomokra nem
ismert, ezért kdzvetleniil nem tudjuk a (6.30.)-ban szerepld parcialis derivaltakat kiszamitani.
A probléma megkeriilhetd az implicit fiiggvény derivalasi szabalyanak alkalmazasaval, mely
szerint:

(6.31.)

Z—k

op; _ P oy, = P

N
%o o8(z) o . o' TI0-pp")  TI(pi-p))
op, n 12 (l—pjz = I=l

E J=#i j=i
j#i

=p;

A (6.31.)-ben a szamlalo derivaltjat a (6.24.)-bdl, a nevezdét a (6.25.)-bdl szamitottuk ki.

A
Imz

6.6. abra Keskenysavu szlird polusainak elhelyezkedése a “Z” sikon
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Az egyes egylitthatok érzékenységének (6.31.)-ben megadott végsd formulajat
tekintve lathatjuk, hogy a nevezdben az i-ik gyoknek a tobbi gyoktdl vett tavolsagainak
szorzata szerepel. Keskenysava sziird esetében a gyokok kozel helyezkednek el, igy magas
fokszam esetén a nevezd extrém kicsi, vagyis az érzékenység igen nagy.

Az egyiitthatok pontatlansdga és a nagy érzékenység miatt a polus elmozduldsa olyan
nagy lehet, hogy a valosagos polus az egységkoron kiviilre keriil, a sziird instabilla valik.

A fenti gondolatmenet eredményeként egy altaldnos megallapitast tehetiink: Direkt
struktiraban ne realizaljunk magas fokszami, keskenysavu sziir6t, mert ha stabil is marad a
sziird, az atviteli karakterisztika jelentdsen el fog térni a tervezett karakterisztikatol. Magas
fokszamu IIR sziirét ezért mas strukturdkban (példaul elsdé és masodfoku alaptagok kaszkad
kapcsolasaval) realizalunk, mikor is egy polus helyzetét csak az alaptag egy (vagy kettd)
egyiitthatdjanak pontossaga befolyasolja.

3. Masodfoku alaptag egyiitthaté érzékenysége

A fenti gondolatmenetbdl kdvetkezden kiemelt fontossagu a masodfok alaptag,
illetve annak érzékenysége. Ezért ezt kiilon is megvizsgaljuk. A (6.30.) és a (6.31.)
egyenletekbdl az egyiitthatok kerekitése kovetkeztében torténd polus elmozduldsok értéke:

Ap, = P Ab, + ! Ab, és Ap, = Ap, (6.32.)

pz_p1 pz_pl

Masodfoku esetben a gyokmegoldo képlet ismert, igy konnyen ellendrizhetd a (6.32.)

formula.
b, (b’ b .| (b)Y
Pis :——21 + (?1] —b, =—?lij b, —(?lj (6.33.)

A fokozat akkor marad stabil, ha | p1| <1 és | p2| <1

A
b,

+1

by

v

valos

6.7. abra Masodfoku alaptag stabilitasi tartomanya az egyiitthatok sikjan
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	Minden kettes komplemens kódú tört szám kifejezhető az LSB egész számú többszöröseként és gyakran így hivatkozunk azok értékére: 

