A lineéris kvantald

7.2. A karakterisztikus fuggveny

A kvantaland6 & jel és az y = Q(x) kavantalasi karakterisztika egyértelmiien
meghatarozza a kvantalt 7 jelet és az & kvantalasi hibat. Ugyan ez mondhatdo 7 és ¢
statisztikaira is, a & statisztikdibol a kvantélési hiba és a kavantalt jel statisztikdi egyarant

kiszamithatoak. A kapcsolatot a kvantalando jel u.n. karakterisztikus fiiggvényével tudjuk a
legegyszeriibben kifejezni. A  karakterisztikus fliggvényt hasznalva, az amplitado
diszkretizalasanak matematikai apparatusa igen hasonlo6 lesz a mintavételezésnél alkalmazott
apparatushoz, igy az ott elmondott tételekre hivatkozni fogunk.

A & valdszinliségi valtozé @ é(u) karakterisztikus fliggvényén az f, (X) ampliado

stiriségfiiggvényének Fourier-transzformaltjat értjiik.

= Tf (x)e > dx (7.23)

A @, (u) mindig létezik, mivel f ( )abszolut integralhat6 fiiggvény:
T\ )| = T x)dx = 1 (7.24.)
B F) (7.25.)

A konkrét eloszlastol fiiggetleniil minden karakterisztikus fliggvény a zérus helyen:

0

®,(0)= [ f.(x)dx=1 (7.26.)

—00

A karakterisztikus fliggvény derivaldsaval az eloszlds momentumai egyszeriien
meghatarozhatoak:

do 2 :
@%(u):d;u(u): jzﬂ_[xfi(x)e””“xdx (7.27)
A derivaltat a zérus helyen véve: N
®.(0) ]272'ij x)dx = j27E{&} (7.28.)
Amibdl:
|
Eilj=—@.(0 7.29.
l=550:0) (7.29)
A masodrendli momentum
. d’o® “ _
<1>§(u)=ﬁ(u)=(j27z)2 sz f.(x)e > dx (7.30.)
1 ;
Ei’j=——@.(0 (7.31.)
{ } (27Z])2 §( )

Nézziink néhany példat!
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1. Az egyenletes eloszlas

1 .
f‘f (X) _ ﬁ ha |X| <A CD§(U) _ Sln(27Z'AU) (732)
0 ha |x>A 27Au

2. A “haromszog” eloszlas:

(0= %[1—%} ha [x|<A 0.()

(sin(ﬁAu))2 (7.33.)
0 ha |x>A

7AU

3. Normalis eloszlés (zérus varhato értékkel):

x2 2

fL(x)=——e 7 o, (u)=e ° (734)
o~N2r

4. A &= Asin(a)t +g0) transzformalt valdszinliségi valtozo, ahol a ¢ valodsziniiségi valtozo
egyenletes eloszlasu a [-w, +] intervallumon:

A ha |x<A

T 2

f.(x)= 1_(Xj @, (u)=J,(Au) (7.35.)
0 ha |x>A

(Jo(.) : az elso faja, zérus rendl Bessel fliggvény)

4. Diszkrét eloszlasok

f.(x)=> ps(x—ka) D, (u)=Y pelr™ (7.36.)
k=—00 k=—00
5. Ervényes az eltolasi tétel:
fy(x)=f.(x—m) D, (u)=e"""d, (u) (7.37.)

6. Két fliggetlen valosziniiségi valtozd Osszegének &, =&, + &, eloszldsa és karakterisztikus
fliggvénye:

f§3(x): _f fgl(y)fgz (X_ Y)dy @, (U): @, (u)q)fz (U) (7.38.)
7. Ha f, (X) paros fiiggvény, akkor @ ég(u) 1s valos, paros fiiggvény:

f.(-x)=f.(x) O, (-u)=,(u) (7.39.)
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A korrelécios fliggvények szamitasahoz sziikségiink lesz két (esetleg nem fiiggetlen)
valoszinliségi valtozo szorzatanak varhato értékére. Ezt a varhato értéket az egyiittes slriiség
fiiggvény segitségével tudjuk kiszamitani:

E{é, )= j Jxlxz fl1e0 (X, %, )X, dX, (7.40.)

—00—00

A kétvaltozds egyilittes stirtiségfiiggvény kétvaltozés Fourier-transzformaltja az
egyiittes karakterisztikus fiiggvény:

D, (u,u,) j_[fm2 (x,, X, e 2rxu )y dx, (7.41.)

Derivaljuk kétszer a fenti fiiggvényt az U; majd az U, valtozok szerint

a2q) H T j Uy X, +U5 X,
q)(glf,zg)z (ulauz): ou ;:fz = (127[)2 '[ IXIXZ fgl,gz (Xls X, )eﬂ”( o Z)dXIdXZ (7.42))
1 2 —00—00
amibol a keresett varhato érték:
1
E&@J=—6;T®;;®O) (7.43)

Példaul a kétdimenzids normalis eloszlds egylittes slriiségfiiggvénye (zérus varhato
értékekkel €s azonos szorassal) :

X2 =21 X, +%3

1 - azi _r2 )
fa,gz (Xl » X, ) = ﬁe 2o (7.44.)
2ro"N1-r1
A kétdimenzids karakterisztikus fliggvény:
—U—Z(er)z (u12+2ru1u2+u§)
®§l,§2(u19u2):e 2 (7.45.)

amibdl, a részletek mell6zésével:

E{gé, ) =-

Mivel E{ 12}= E{ 22}=62,az

L ot 2 (0,0)=r (7.46.)

@)

E{eé ) Els )
] ek o

a relativ korrelacids egyiitthatd. Ha & ¢és & ugyanazon folyamat két, egymastol mT (id6)
tavolsagra 1évd mintdja, akkor:
r(m)= E{(n+m)s(n) _R
o’ R.: (0)

(7.48.)

Ezen kis matematikai 6sszefoglald utan latunk hozza a kvantél¢ statisztikai targyalasadhoz.
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7.3. A kvantalasi hiba statisztikai

Elsének a kvantalasi hiba striiségfiiggvényét fogjuk meghatarozni. Annak a
valészintisége, hogy a kvantalasi hiba az [a,b) intervallumba esik, felirhato azon
valosziniiségek Osszegeként, amikor is a kvantalando jel a [ kg+a, kg+Db) intervallumokban
tartdzkodik, ahol k az Gsszes lehetséges kvantalasi 1épcs koziil a k-ik (l1asd 7.5. abrat).

Pb£g<b}:§}%M+a£§<kq+M (7.49.)
k=-o0

Ahol az a és b szamok kielégitik a

dcacpd (7.50.)
2 2

feltételeket, értékiik egyébként tetszdleges.

(0
N e

A

\'\ e
\_\ nillg
a a a
:b :b :b
0 >
0 (k-2)q (k-1)q kg (k+1)q (k+2)q X
q q
kgq— > ka+ >
7.5.abra A kvantalasi hiba stirliségfliggvényének szarmaztatasa
A valoszinliségeket a stirtiségfiiggvényekkel kifejezve, irhatjuk:
b o kq+b w b
jf e)de= > jf ZI (kq + e )de (7.51.)
a k=00 kg+a k=—0 3
A (7.51.)-ben az x = kg+e helyettesitést hajtottuk végre. Az egyenlet jobb oldalan az
integralas €s az 6sszegzés sorrendjét felcserélve:
b b o
[f.(e)de=] > f.(kq+e)de (7.52.)
a a k=—»
Tekintetbe véve, hogy az a,b szdmok tetszdlegesek, eredményiink:
> f(ka+e) ha [e<2
f.(e)={k= (7.53)

0 ha le[>2
2
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Célunk legyen az, hogy a karakterisztikus fiiggvény segitségével fejezziik ki a
strtiségfiiggvényt. Ennek érdekében irjuk fel az eloszlas fiiggvényt a Fourier-soraval!

e

® —j2m q q
=>Ce ¢ ahol —~<e<—. (7.54.)
— 2 2
A Fourier-sor egyiitthatoit az alabbi képletbdl szamithatjuk ki:
q
1t j2mn
Cn:—jfg(ee qde——IZf kq+e)e qde (7.55.)
q q qk:—oo
2

Az integralas €s az 6sszegzés sorrendjét felcserelve, valamint az X = kq + e helyettesitést
végrehajtva:

ka+

2 jZlZﬂ* 1
g~ jzmn X qde— f.( Ide=—® ( J
qk_Zoo ‘[ )e I q q

(7.56.)

q
kg—
q2

Igy (7.54.) alapjan:

—_
Y
—_

)
SN—"
|
o |~
DM
S/
[,
7\
o>
N—
5
o)
[}
=
)
=
l\)|Q
I/\

4
; (7.57.)

Ha f, (x) paros fuggveny, akkor @, (u) is val0s, paros fliggvény: @ é{— gj =0 5[2]

I 23 q q
é :—+— O cos(27zn—) -—<e<—. (7.57.)
q 9% 2 5( j q 27 2
A (7.57.)-ben mar felhasznaltuk a®, (0)=1 azonossagot
A kvantalasi hiba karakterisztikus fliggvénye a definici6 szerint
a q
2 21 i2r-Te
@ (u)= jf (e)e’*™de = Z@ ( Jj—e T de (7.58.)
q
: |
- n n
®,u)=> @5(—jK(u ——J (7.59.)
n=— q q
Ahol:
q
2
K(u)= lj e g - Sinlr) (7.60.)
q % 7qu

A kvantalasi hiba teljeitményét ( négyzetes varhato értéket) a karakterisztikus fiiggvény
masodik derivaltjdnak zérus helyen felvett érté¢kébdl szamitjuk ki
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Amibdl:

2 6 < (-1) n
E{gz}:?_z 1+?nz_w(n2) ®§(_)
n=0

Az eredmény (7.62.) szerinti alakjdban felhasznaltuk a:

2
T 2

—-—qg° ha n=0
SHam
2

g (_—12)q2 ha n=0

n

valaminta @, (0)=1 azonossagokat.

7.4. A kvantalt jel statisztikai

(7.61.)

(7.62.)

(7.63.)

A kvantalt jel karakterisztikus fiiggvényének meghatarozasat kezdjiik azzal, hogy

meghatarozzuk: milyen valdsziniiséggel esik a kvantalando jel az

tartomanyba (ahol y egyenldre tetszc’ileges)

p(y):p{ SSe<y+ } y}f dX—J.f X — y)dx

és a k(x) “kapu” fuggvény:

I ha <2
k(x)= %1
0 ha [x>-

Mivel k(x) paros:

0

p(y)= | £.00k(y = x)dx = f.(y)*k(y)

—00

A (7.66.) szerinti konvolucid a Fourier-transzformaltak szorzataként fejezheto ki:

@, (u)=,(u)aK(u)
ahol:

0

)= o 35

Ha az y = kq valasztassal éliink ( diszkretizaljuk y-t), a p(kq)

y-g/2 < & < y+q/2

(7.64.)

(7.65.)

(7.66.)

(7.67.)

(7.68.)

értéek annak

valosziiniiségét fejezi ki, hogy a kvantalt jel a kg-ik kvantalasi 1épcsére esik. A diszkrét

eloszlas stirliségfliggvénye felirhatd ezen valoszintiségekkel:
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f,i(x>=k_i_w p(ka)(x - ka) (7.69.)

A (7.69.) felfoghat6 ugy, mintha a p(X) fliggvényt q periodussal mintavételeztiik
volna. A mintavételi tétel szerint, a mintavételezés a ®,(u) Fourier-transzformalt 1/q szerinti
periddikus kiterjesztéseként is felirhato.

CD”(U):li@p(u +ﬂ] (7.70.)

4= q

A (7.70.)-be behelyettesitve (7.67.)-t, a kvantalt jel karakterisztikus fliggvénye:

dbn(u):nid)({u +2]K(u +EJ (7.71)

q q

Derivaljuk (7.71.)-et u szerint kétszer:

@, (u)= i(l);(u+n/q)K(u+n/q)+ i®§(u+n/q)K'(u+n/q) (7.72.)
o (W)= Yol u+n/QKu+n/q)+2 Y@L (u+n/q)K (u+n/g)+
+ id)g(u+n/q)K"(u+n/q) (7.73.)

A derivaltat a zérus helyen véve:
; > (N n - (N, [N = nj, .[n
D 0)=> D, |—KI=|[+2) D, |—|K|—|+ ) D,|—|K|— (7.74.)
0=2 ”{qj (q] z é(qJ (qj z é(qj (q]

n 1 ha n=0
Kl=|= (7.75.)
q 0 ha n#0

Mivel

valamint a (7.71.) utolsé 6sszegében a (7.61.)-et ismerve fel, irhatjuk:

CDL}(O)=®}(0)+2§:®;(EJK'(EJ+®;(O) (1.76.)
A négyzetes varhato érték (7.31.) szerinti kifelezését behelyettesitve (7.76.)-ba
2 &, NN
E{U2}= E{e‘z}——z D O.(DHK D)+ E{ez} (7.77.)
2z & Ca g

Masrészrol a kvantalt jel négyzetes varhato értéke:

Efp’}=E{e-ef |- Bl |- 2E{E)+ E} (7.78)
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A (7.77.) és a (7.78.) bsszevetésébol adodik:

1 & .n.n q < (1" . n
E =5 ) O.()K ()= D.(— 7.79.
{ee} (27[)2”_200 (KR (2ﬂ)2n2_w Q) (7.79.)
n=0
Ahol felhasznaltuk a
0 0 ha n=0
K(an )G ha nso (7.80.)

azonossagot.
A numerikus viszonyok szemléltetése végett tekintsiik azt az esetet, amikor a

kvantalando jel normalis eloszlasu, zérus varhato értékll és o szorasu véletlen valtozo jel.
A (7.34.) alapjan ekkor:

@é(gj _ e‘z”z[%j " e cD;{%J - _2n)*c? ge_w[(‘:] " (7.81.)

efp) = 9|1 25 C bk (7.82.)

és Eis) = —2q2(3j i(—l)”e_Z”z[QJ i (7.83.)

adodik.

— el
0.7

0.6

0.5

S AR ;
) A W= e

ol N =
ol ]

(] 0.5 1 1.5

7.6. abra Normalis eloszlas esetén E{gz} és E{ 5} a szoras fliggvényében

Az abrabol lathato, hogy extrém kis jelek esetén is, (mikor o = q) a bevezetOben tett
kozelitések igen jonak mondhatdak.
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7.5. A korrelaciés fuggvéenyek meghatarozasa

A korrelacios fiiggvények meghatarozasat az el6zé fejezetben leirtakhoz hasonldan
végezhetjlik, azzal a kiilonbséggel, hogy most a kétdimenzios siirliség-, ill. a kétdimenzios
karakterisztikus fiiggvényekkel kell dolgozni. Mivel az eljards nagyon hasonld, a
levezetéseket nem ismételjiik meg, hanem csak a végeredményt adjuk meg.

A kvantalt jel kétdimenzios karakterisztikus fliggvénye ( hasonldan 7.71.-hez):

SR n m n m
D, ULuy)=>" > w( ; u2+EjK(ul+ajK(u2+Ej (7.84.)

ahol

D, (u,u,) jjf§1§2 (x,, X, e i2ru )y dx, (7.85.)

A kvantalt jel korrelacios fiiggvényét a (7.43.) alapjan szamitjuk ki:

1 1 8@, ,(0,0)
E{771772 } = _W 571 77)2 (O 0) (272_)2 681,(,;]
1 2

(7.86.)

Ha n, = n(n + k) és n, = n(n), vagyis ugyan annak a folyamatnak két ( egymastol k
tavolsagra levd) mintaja, akkor (7.12.) alapjan:

E{mm,}=R,,(k)=R. (k)= R, (K) - R, (k) +R,, (k) (7.87.)

A (7.86.) szerinti derivalasokat elvégezve, majd a fiiggvényeket a zérus helyen véve adddik:

1
R.. (k) = _chgfgz (0,0) (7.88.)
R, (0= 0 > (_l)me?l);z[O,mj (7.89.)
z) = m g
m=0
q < (1) n

R, (k)= ) Z@ n) cpg?i{a,o] (7.90.)

n=0
Rob=—-9 3 s )T, fnm (7.91))
(2z) & = m 7 la’q

n#0  m=0

A fenti 5sszefliggések kiszamitasanal felhasznaltuk a K(n/q)-nak és K (n/q)-nak a
(7.75.) és a (7.80.)-ban adott alakjat.
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Végezetiil nézziik meg a (7.44.) szerinti normalis eloszlas esetére a kvantalando jel és
a kvantalasi hiba keresztkorrelacios- és a kvantaldsi hiba autokorrelacios fiiggvényének
alakuldsat. Az alabbi két abran a (7.89.) és a (7.91.) Osszefiiggések eredményeit abrazoltuk.

R 2w

q

A

9 0.5+
1

7.7. abra A keresztkorrelacios fliggvény a kvantalando jel szorasanak és relativ korrelacios
egyltthatojanak fiigvényeként

q_* 1\
12
0.5 4
0
g - r(k)

7.8. abra A kvantalasi hiba autokorrelacios fliggvénye a kvantalando jel szorasanak és relativ
korrelacids egyiitthatdjanak fiigvényeként
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