Az aritmetikai zaj

8.1. Az aritmetikai zaj

Ebben a fejezetben a normal miikodési, fixpontos aritmetikai egységekben fellépd
effektussal fogunk foglalkozni. A véges szohosszusag kovetkeztében a szdmitdsi pontossag
véges, ami ugy jelentkezik, hogy a valosagos kimenet el fog térni az idedlis (a végtelen
szOhosszusaghoz tartozd) kimeneti értéktdl. Ez az eltérés felfoghaté gy is, mint az
aritmetikai egység zaja. Ez a zaj kiilonosen jelentds lehet a rekurziv rendszerekben ( amikor a
kerekitésekkor elkovetett hiba visszacsatolodik)

Vizsgalatunkat kezdjiik a DO struktarajd ARMA rendszerrel, melyet linearis esetben
(végtelen szo-hosszlsag esetén) az alabbi differencia egyenlet ir le:

¥(n)= > a,x(n k)= 3 byl K 53)

k=0

A normal mitkddés azt jelenti, hogy tilvezérlés nem 1¢ép fel, ugyanakkor a bemenetre
érkezd véletlen valtozonak tekintett X(n) jel szorasa a q kvantalasi 1épcsonél joval nagyobb.

A szamitasokban x(n) pontossagaval itt nem kell foglalkoznunk, mert a bemend jel
kvantalasanal (lasd a 7. fejezet) azt mar figyelembe vettiik. (Az x(n) a tényleges misorjel és az

annak kvantalasakor keletkezd zaj 6sszege.)

A szlir6ben a sz6hosszisag alakuldsat a 8.2. abra szemlélteti:
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8.2. abra Az aritmetikai zaj eredete fixpontos aritmetikaban

Jel6lje y”’(n-K) a korabbi iitemek 16 bites eltarolt mintait és y’(n) az n-ik iitemben az
akkumulator 32 bites tartalmat. Ezzel:

M N
y'(n)=y"(n)+e(n)=> ax(n-k)-> b, y"(n-k) (8.4.)
k=0 k=1
Kerekités utan a 16 bites y’(n)-et mentjiik el. A kerekités ( a kvantalas) hibaja:
_9. q 8.5
5 < e(n)< ) (85.)

ahol g az LSB helyiértéke ( 16 TC Q15 kod esetén q=27").
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Az aritmetikai zaj

A (8.4.) egyenletben az y’(n) felbontasa y’(n)-re és e(n)-re, lehetévé teszi a modell
linearizalasat. Ez a felbontés azt jelenti, hogy a nemlinearis kvantéalot helyettesitjiik egy addtiv
tipusu zajforrassal (lasd 8.3. 4bra).

-e(n)

y’(n) y”(n) y’(n) y”(n)
—» Q |—> =

y’(n)=y”(n)+e(n)
8.3. abra A kvantalo additiv zajmodellje

A modellben feltételezziik, hogy az e(n) kvatalasi hiba egy véletlen valtozo jel,
amelyik korrelalatlan, fiiggetlen a bemend jelt6l és egyenletes eloszlast a [-0/2, +0/2]
tartomanyban. A 7. fejezet alapjan mondhatjuk, hogy ez a modell a feldolgozando jelek széles
osztalyara nagyon jo kozelitést jelent.

A zaj a keletkezés helyén tehat fehér zaj, melynek spektrélis teljesitmény siiriiség

fliggvénye konstans:

S(@) = (8.6.)

Az f(n) kimeneti aritmetikai zajt az idealis és a valdsagos kimenet kiilonbségeként
értelmezziik.

f(n)=y(n)-y"(n) (8.7
A (8.3.) és a (8.4.) egyenletek kiilonbségét képezve:
N

¥(0)= Y (1) = F0)=elr)= =2 b,y(n—k) =3 b,y (1—k) = -2 b, Fln—k)  (8.5)

k=1

amibdl:
N
e(n)=>'b f(n-k) ahol: b, =1 (8.9.)
k=0
Képezziik a (8.9.) sorozat “Z” transzformaltjat:
E(z)=F(z)i+bz" +..+b,z " ]|= F(2)B(z) (8.10.)
ahol:
B(z)=1+bz" +..+by,z™" (8.11.)

DO struktira esetén a zaj keletkezési helyétdl a kimenetig a transzfer fiiggvény:

G(Z)=%=$ (8.12))

A kimeneten az aritmetikai zaj spektralis teljesitmény striiség fiiggvénye:

Sy (2)=6(2)6(z")s..(2) = - 6(z)5(z ) (8.13.)
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A frekvencia tartoméanyban:

S (0)=6 (0)'S. (@)= (o) (8.14)
ahol:
6 (0)=G(z=¢") (8.15.)

A kimeneti aritmetikai zaj atlagteljesitményét az autokorrelacios fiiggvényének zérus
helyen felvett értékeként hatarozzuk meg:

ol =E{f*(n)j=R, (0) (8.16.)

A Wiener-Hincsin tétel értelmében az autokorrelacios fiiggvény a spektralis
teljesitmény fliggvény inverz “Z” transzformaltjaként szamithato:

Rﬁ(m)z_L S, (z)z""dz (8.17.)
)27 ¢
ahol a C gorbe esetiinkben az egységkar.
Specialisan:
ol =R, (0)= L §s «(2)z7dz = ZRes[Sff ()27, p,] (8.18.)
J27Z' c K

A C gorbére vett integral a Cauchy féle residuum tétellel (lasd 8.18.) szamolhato, ahol
Pk az integrandus fliggvénynek a C gorbén ( az egységkordn) beliil 1€vo polusait jeloli.
Emlékeztetdiil, egyszeres polusokra:

Res[X(z), p]=lim(z - p)X(z) (8.19.)

Z—>p

A DO struktura esetén:
1 1 5

SR
S, (z)z7" = 3 B(Z)QZT‘)Z (8.20.)

Masodfoku alaptagra:

B(z)=1+b,z" +b,z :(1— plz’l)(l— pzz’l)zl—(p1 +p,)z7 4+ p, P,z (8.21))

ahol a gyokok és az egyiitthatok kozotti jol ismert Osszefliggés:

b=—(p,+p,)  by=pp, (8.22)
Masodfoku esetben a kimeneti zaj spektralis teljesitmény siirliség fiiggvénye:
2
S,(z)z" =3 z 1 (8.23.)

12 (z-p)z-p,) (- p2)1- p,2)

A kimeneti zaj atlagteljesitményének meghatarozasa végett el6szor szamitsuk ki a (8.16.)-ban
szerepld residuumokat. A (8.23.) szerinti kifejezésnek az egységkoron beliil csak két polusa

van ( p1, pP2)-
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Res[S, (2)z7, pl]zi Py ! (8.24.)
12 (pl - pz)(l_ P Xl_ P pz)
Res[Sff (2)27, pz]:i Py - ! (8.25.)
12 (p, - p,) (1= p3 1 - p,p,)
A két residuumot behelyettesitve (8.18)-ba kapjuk:
1+ p,p 1 q° 1+ p,p 1
o2 =1 PP 1 (8.26.)
"o21-pp, (-7 fi-pi) 121-pp, (1+p,p,) —(p, +p, )
Felhasznalva (8.22)-t, a kimeneti zaj teljesitménye:
>1+b 1
o2 =9 2*h 8.27.
f 121—b2 (l+b2)2—b12 ( )
Els6foku alaptagra ( b,=0 ):
2
ot =91 (8.28.)

12 1-b]
A kvantalasi hiba visszacsatolasa jelentdsen megnovelheti a kimeneti zaj értékét.

Példaként nézziik azt az esetet, mikor p,, =0.9+ jO.1. Ekkor b, =-1.8 és b, =0.82,
amivel:

2 2
o2 =182, L0 3965

12 018 1.822-1.8> 12

Lathatdan a felsokszorozodas jelentds, 139.65 —szoros!

A
1010gS (w)
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8.4.4abra A p,, =0.9+ jO.1 polusokhoz tartozé kimeneti aritmetikai zaj

spektralis striiségfliggvénye
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Az additiv zajmodell alkalmazaséra tekintsiink még egy példat. A sziird legyen egy
negyedfoku, elliptikus alulateresztd sziird, melyet masodfokt D1 struktirdjat masodfoku
alaptagok kaszkad kapcsolasaval realizalunk (lasd 8.5. 4bra).

| e | e | estm
9 NZor Q o N30 Q |-
Y L~ Y
Y(n)+f(n)
b1 N\ b1 ap
N N T Ve N v
- -
— by A1 - [ N2z -byy A - [ N2
J "L J "L
8.5.abra Negyedfoku, D1 struktiraja sziird zajforrasai
A sziir6 transzfer fiiggvénye:
H(z)=k,H,(z)H,(z) (8.29.)
ahol:
a, +a,2 " +a,z" a, +a,2" +a,z"
1(2): 01 11 21 . Hz(Z)z 02 12 22 (8.30.)

-1 — -1 -2
1+b,z7 +b,,z 1+Db,z27 +by,z

A lehetséges szorzas-akkumulalas funkciokat Osszevonva, a kvantdlasok szamat
minimalizalhatjuk. Esetlinkben ez a szam, a zajforrasok szama: 3. A zaj forrasaitol a
kimenetig érvényes transzfer fliggvények:

G,(z)=H,(z)H,(2). G,(z)=H,(z) &  G,(z)=1 (831.)

A zajforrasokat egymastol fliggetlennek tételezve fel, a kimeneti teljesitmény stiriiség
fliggvények 0sszeadddnak:

Sff (Z) = Sffl(z)+ Sff2(z)+ Sffs(z) = [Gl(Z)Gl(zil)"'Gz (Z)Gz(zl)"‘l]% (8.32))

Az abran lathatd ko szorzéra a szird tGlvezérlésének elkeriilése érdekében van
sziikség. Megfeleld6 megvalasztasaval az elsé kaszkdd fokozat taroloinak talvezérlése
keriilhet6 el.

Az elso zajforrashoz tartozod transzfer fliggvény atvitele:

H
6,(2)=H, (I, (z) = * (333)
0
Az ateresztd tartomanyban (ahol H (a)) ~1) és ha k, <<1, akkor G,(w)>>1, ami szavakban

azt jelenti, hogy a kimeneti zaj a nagy erdsités miatt jelentds lesz.

Ezt eleriilendéen Ko-t a leheté legnagyobbra kell valasztani. A sziird skalazasat ( a
tulvezérlés elkertilését) tehat tgy kell elvégezni, hogy a realizdlt polusok és a zérusok
sorrendjének megvalasztdsdval a szlir erdsitését a lehetd legmagasabb szinten tartjuk, igy a
hatrébb 1évo fokozatoknak nem kell feleslegesen nagyot erdsiteni. (Az eredé atvitel eldirt!)

Példankban a fentebb leirt szempontok szerint skdldzva a sziirét az egyiitthatok az
alabbiaknak adodtak:
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k, = 0.2402
a, =0.3378 a,=-0.1323 a, =03378 b, =-1.2368 b, =0.4933
a, =04352 a,=04584 a, =04352 b, =-1.0842 b, =0.8430

A teljes kimeneti zajspektrum a 8.6. dbran lathato.

4 10logS, (w)

-100 s

-102 >
(o] . . . .

8.6. abra A kimeneti aritmetikai zaj spektralis stirliségfiiggvénye

Ha a spektralis stirliségfiiggvény numerikusan ismert (MATLAB), akkor numerikus
integralassal szamithatjuk ki legegyszeriibben a kimeneti zaj teljesitményét:

o2 =] zjsﬁ(w)dw_i jsﬁ(a))dwziisﬁ( 12 2135 (o) (834)
s 1 a)s 0 a)s i=1 2N N i=1
1,
ahol: o =i &5 Aw=-> (8.35.)
2N 2N
A fenti példara kiszamitva (8.34.)-et
2
o2 =11.08* 9 8.36.
i 17 (8.36.)

adodik.

Bizonyos alkalmazasokban zavar6 lehet az aritmetikai zaj magas szintje. Felmeril a
kérdés, hogyan lehetne csokkenteni a zaj értékét?

Egy megoldas lehet a széhosszusag novelése (praktikusan DSP-k esetében a szo-
hossztsag kétszerezése). Ez altaldban kényelmetlen (hosszabb a kéd). Azonban nem feltétlen
sziikséges a teljes szlir6t duplapontosan szamolni, néha elég csak a zaj szempontjabol kritikus
fokozatot. Ez a megoldas ajanlott a zérus bemenetii hatarosszcillacié megsziintetésére is (1asd
késobb).
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A duplapontos szdmités esetiinkben a hiba visszacsatolasanak felel meg. A kvantalasi
hibat is elmentjiik, és hasonldéan processzaljuk mint a “hasznos” jelet.

A kerekitési hiba minta elmentése az akkumulator als6 helyiértékeirdl torténik. Az a
jel balra torténd shiftelésének felel meg. A hibajelek feldolgozédsa utdn, annak eredményét
kvantélas elott a megfeleld helyiértéken kell az akkumuldtorhoz hozzaadni, azaz jobbra kell
eltolni. Ekkor az akkumuldtorbol lecsordulnak a hibajelbdl szdrmazod eredmény also
helyiértékei, de ez a hiba mar masodrendiien kicsinek szamit és ezért ezt elhanyagoljuk.

_b2< | Ke(n-2)

-
-b, X
6-)4—q4i Ke(n-1)
- 32 bit ——
1 Ke(n)
- . 16 bit
Shift Right /K Shift Left (*K)
. e(n)
2.ax(n-k) 1ovm — | ym
® Q -
\
-1
bu/ z
- y”’(n-1)
\ \
-
-b
. | y"(n-2)
Ly

8.7. abra A hiba visszacsatolasa az aritmetikai zaj csokkentése céljabol

A szamités algoritmusa:

7<|~

Y=y +eln)= 3,501 -K)- 30,70 -K)-

N
> b Ke(n—k) (8.37.)
k=1

A (8.3.) és a (8.37.) egyenletek kiilonbségét képezve:

N

y(n)-y'(n)= £(n)-e(n)=—-b, f(n —k)+§;bke(n—k) (838.)

amit atrendezve:

ibkf(n— ):ZN:bke(n—k) (8.39.)
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A (8.39.) egyenletet °Z’ transzformalva az:

F(z)B(z)=E(2)B(z) (8.40.)

G(z)=@=1 (8.41.)

értékiire adodik. Szavakban ez azt jelenti, hogy a kvantélsi hiba nem sokszorozodik fel (nem
csatolodik vissza a rekurziv rendszerbe). A kapott eredmény megegyezik varakozasunkkal.

Osszefoglalva eredményeinket:

Fixpontos aritmetikai egységekben a szorzdsok megnovelik a szoéhosszusagot és az
eredménynek a memoridba torténd elmentése elkeriilhetetlenné teszi a szOhosszusag
visszaallitasat. A szohosszusag redukcioja ( a kvantalas) zajossa teszi a szamitast.

Ha a jel szordsa joval nagyobb a kvantalasi 1épcsonél (q), akkor a kvantdldsi hiba
véletlen valtozd jelnek tekinthetd, amelyik fiiggetlennek tekinthet6 a kvantilandd jeltdl,
spektralis stirliségfliggvénye “fehér” és egyenletes eloszlasu.

Ha egy rendszerben tobb kvantalast kell végezni, akkor ez azt jelenti, hogy tobb
zajforrasunk is van. Ezért arra kell torekedni a szamitasi algoritmus kialakitdsanal, hogy a
szohosszusag redukciojat az eredménynek a memoriaba torténd visszairaskor végezziik csak
el, részeredményt lehetdleg ne kerekitsiink.

Tobb zajforrds esetén az egyedi forrasokat egymastdl fliggetlennek tekintjiik, ezért a
kimeneten ezek spektralis slirliségfiiggvényei Osszeadhatok. Az egyedi stirliségfliggvényeket
az egyedi zajforrasoktol a kimenetig terjedo transzfer fliggények segitségével hatarozzuk meg.
A kimeneti teljesitmény slirliség fiiggvények a transzfer fliggvények abszolut érték négyzete
szerint “szinezik™ el a forras “fehér” zajat.

A rendszerek aritmetikai zajanak analizise szorosan Osszefiigg az erdsités szintek
beallitasaval (a skalazasssal). Megallapitottuk, hogy az aritmetikai zaj akkor tarthaté relative
alacsony szinten, ha a zajforrds utan nincs nagy erdsitésli fokozat. Kaszkad realizalas esetén
ezért rendszertechnikai megfontolds targyava kell tenni a fokozatok sorrendjének
meghatarozasat.

Bizonyos specialis bemend jelekre, melyekre nem teljesiil a bemend jel szordsara tett
fenti feltevésiink, akkor természetesen az aritmetikai zajmodell nem megfeleld. Ilyen jel lehet
a konstans bemenet, vagy az az eset mikor bizonyos idejii miitkédés utan a bemend jelet
kikapcsoljuk (zérus bemenet) és a kikapcsolasi tranziensre vagyunk kivancsiak. A kvantalas
okozta nemlinearitas stabilitdsi problémat jelenthet. Ezekkel a kérdésekkel kiilon fejezetben
foglalkozunk.
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