Zérus bemeneti hatarciklus

8.2. Zérus bemenetii hatarciklus

Ebben a fejezetben a rekurziv digitéalis sziir6k kisjelli viselkedését fogjuk vizsgalni,
olyan koriilmények kozott, amikor az aritmetikai egység sz6hossziisaga véges.

Tételezziik fel, hogy a t = 0 id6pontban az u(n) bemend jelet lekapcsoljuk a sziird
bemenetérdl és csak a lecsengési folyamatot vizsgaljuk. Végtelen szohosszusagu aritmetika
esetén ( linearis eset) a stabil sziiré y(n) kimend jele exponencialis burkoloval fog lecsengeni,
tartva az y(o0)=0 egyenstlyi allapothoz.

Véges szohosszusagu, fixpotos aritmetikai egységekben a szorzas a szohosszusagot
megnoveli, (az Osszegzés a megndvekedett szohosszlisaggal torténik), majd az eredményt
kerekités utan (kvantalas) az eredeti szohosszusaggal irjuk vissza a tarolokba (nemlinearis
eset).
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8.8. abra A szohosszusag alakulasa masodfokt AR alaptag esetén
Ebben az esetben a lecsengési folyamat mas viselkedést fog mutatni. A 8.9. dbran a

szir6 valaszanak MATLAB szimulaciojat latjuk b; =-1.6381, b, =-0.9031, y”’(-1) = 5q,
y”’(-2) = 6q paraméter értékek esetén (q: az LSB helyiértéke).
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8.9. abra A szilir6 kimeno jele a.) linearis és b.) nemlinearis esetben

Nemlinearis esetben a szlird kimend jele periddikussa valik, a konkrét jelalak fligg a
szird egyiitthatoitol ¢és a kezdeti értékektdl. A jel amplitudéja a g kvantalasi 1épcsd
néhanyszorosa. Ezt a jelenséget nevezik zérus bemenetii hataroszcillacionak (zero input
limit cycle).
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A véges szOhosszusagu aritmetikai egység az alabbi egyenlet szerint miikodik:

y'(n)=y'(n)+e(n)= -3 b,y (n-k) (8.42)
Ahol:
—% < e(n)<% (8.43.)

Az eredmény kerekitése kovetkeztében a sziird (kisjell viselkedés esetén) elvesziti
stabilitasi tulajdonsagat. A linearis rendszernek szant szlir6 oszcillatorként viselkedik.

Ez a jelenség felveti a stabilitas kérdésének pontositasat. A stabilitast az irodalom az
allapotvaltozos leiras apparatusat hasznélva targyalja, ezért tegyiik mi is ezt.

Az autondm (zérus bemenetii) linearis rendszer allapot egyenletes leirdsa a
kovetkez6 alaku:

x(n+1)= Ax(n) y(n)=b"x(n) (8.44.)
ahol a példankban:

i(n):{z((:ﬂ i:{_bl _bz} b'=[-b -b,] (8.45.)

Az autonom nemlinearis rendszer allapot egyenlete:

x(n+1)=Q(Ax(n)) (8.46.)

Ahol a kvantalora ( a nemlinearitasra) igaz:

Q(0)=0 (8.47.)

Definiciok:
1. A diszkrét idejii, iddinvarians, nemlinearis rendszer (egyenletesen) stabil,
ha barmilyen kicsi¢ > 0 szamhoz talalhato egy olyan & (6‘) >0 1gy, hogy

X(n)<e  wvn (8.48.)
ha:  [X(0) <& (kezdeti feltétel).

2. A diszkrét ideji, idéinvarians, nemlinearis rendszer aszimptotikusan stabil,
ha barmilyen kicsi& > 0 szdmhoz taldlhatd egy olyan no, melyre fenn all az:

X(n) <& ha nxny(e,0) (8.49.)
¢ [x(0)<s (8.50.)
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3. A diszkrét idejli, iddinvarians, nemlineéris rendszer globalisan, aszimptotikusan
stabil, ha a feltétel a 2. esettel megegyezik, de a kezdeti érték feltétel tetszdleges (barmilyen
allapotbol inditjuk).

4. Kimeneti aszimptotikus stabilitas: ha a jel eltiinését csak a kimend jeltdl koveteljiik
meg, az allapotvaltozoktol nem.

Az 1. definiciéval nem sokra megyiink, ui. ha & < /2 az el6iras, akkor a kezdeti
értékre esetlinkben tipikusan az x(0) = 0 adoédik, ami altaldban nem teljesiil.

Az aszimtotikus stabilitds az a tulajdonsdg, ami esetleg elvarhato. Ha a sziird
aszimptotikusan stabil, akkor globalisan is stabil lesz, mivel nagy jelkre a nemlinearitas hatasa
kicsi (kvazi linearis viselkedés), igy az allapotvaltozo vektor elobb-utobb a o sugara koron
beliilre kertil.

Az el6z6 példankkal kapcsolatosan megallapithatjuk, hogy a sziiré aszimptotikusan
sem stabil, mivel nincs olyan ng index mely felett az allpotvaltoz6 vektor abszolut értéke
tetszOlegesen kicsivé vallna. A hatarciklus kialakulésa jol kdvethetd a 8.10. dbran, amely az
allapotsikon mutatja a sziiré allapotanak id6beli alakulésat.
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8.10. abra A hatarciklus kialakulasa masodfoka AR sziirében

A nemlinearis rendszer stabilitds altaldban vizsgalata nehéz, konkrét esetekben a
szimulacids eljaras a legkézenfekvobb. (A szimulacid eredményeként ui. eldonthetd a
stabilitas.)

A zérus bemenetli hatarciklus kialakulasanak veszélye rekurziv digitalis sziirékben
tehat allanddan fenn 4ll. A helyzetet bonyolitja a kaszkad realizalas, ui. ilyenkor a hatabb 1évo
fokozatok mar nem zérus bemenetiieck. Az egyes fokozatokon beliill az adat mintak
szohosszusadganak novelése a hatarciklus szintjét lényegesen csokkenti, amivel az egyes
fokozatok kimeneti stabilitasa biztosithato.

3/6



Zérus bemenet( hatarciklus

Az 5.3. fejezetben targyalt direkt megvalositasu hullamdigitalis sziir6k mentesek
lehetnek a hatarciklustol a kerekitési szabaly megfelelé megvalasztasaval. Az alabbiakban ezt
a kérdést fogjuk megvizsgalni.

Elsé 1épésként a stabilitas feltételét nézziik meg. Lyapunov 2. (stabilitasi) tétele
hasznalhato a kérdés eldontésére, mely mddszerben nem sziikséges a megoldas ismerete. A
tételt itt nem bizonyitjuk, csak felhasznaljuk (Lasd Frigyes Cséaki : Modern Control Theories,
Akadémiai Kiado6 1972)

A Lyapunov féle stabilitasi kritérium:

A diszkrét idejii, nemlinedris rendszer aszimptotikusan stabil, ha taldlunk egy V(i)
skalar-vektor (un. Lyapunov) fliggvényt, melyre:

1. V(En)>0 vx=0 (8.51.)
2. V(0)=0  hax=0 (8.52.)
3. V(_) folytonos fiiggvénye X -nek (8.53))
4. limV(X)—> o ha [x| > (8.54.)
5. ( ( ) ( (n + 1))—V( (n)) <0 ( Szigoruan monoton csokken ) (8.55.)

Az 1.-5. feltételek teljesiilése elégséges (de nem sziikséges) feltétele a stabilitasnak (a
feltételek nem teljesiilése még nem jelenti azt, hogy a sziird nem stabil).

Ahogy az 5. fejezetben lattuk, a folytonos idejli referencia szlir6bdl az dsszes LC
elemet kiemelve egy N kapus veszteség mentes (csak az 0sszekotd vezetékeket tartalmazo)
héalézatot kaptunk (lasd 5.3. d&bra). A kapukon passziv mérdiranyt felvéve, a Kirchoff

egyenleteknek megfelelden, az azokon bearamld pillanatnyi teljesitménynek zérusnak kell
lennie ( veszteség mentes halozat).

N
P=> u,, =0 (8.56.)
k=0

Az 5. fejezetben leirtak szerint bevezetve az

(nT)+R,i, (nT) (8.57.)

=Uu
u,(nT)-R,i, (nT) (8.58.)

reflexios paramétereket jutunk el a hullamdigitalis sziir6hoz:

bz(n(n) bs(n(n) bN.l(n_l(n)
a1(n)=0 % ? * 0 # O bN(n)ZZUN

—a O— 2. 3. N-1. N
by(n) - S N1 aym=0
<—

8.10. abra A direkt realizalasu hullamdigitalis sziird
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Linearis miikodés esetén (végtelen szohosszusag) a rendszert leird differencia egyenlet
rendszer:

x(n+1)= Sx(n) (8.59.)
ahol az éllapotvéltozok vektora:
x(n)=[a,(n)a;(n)...ay_, ()] (8.60.)

A (8.57.) és (8.58.) egyenletekbdl kifjezve uy, ix értékeit:

u,(0T) = (&, (1) +b, (n) (8:61.)
L (07) = == (a, ()b, ) (8.62)

p=> % faz(n)-b:(n))=0 8.63)

Osszefiiggést kapjuk.

Tekintetbe véve, hogy a;(n) = an(n) = 0, irhatjuk:

b=

-1 N-1

G.a;(n)=G,b}(n)+G, b (n)+ > G,bZ(n) (8.64.)
k=2 k=2
Mivel: a(n+1) = b(n) (k=2,3,...,N-1) (8.65.)
N-I N-1
G.a;(n)=G,b}(n)+G,bi (n)+> G,a’(n+1) (8.66.)
k=2 k=2

Valasszuk Lyapunov fliggvénynek a:

V(x(n))= :z_;ekai (n) (8.67.)

nemnegativ (pozitiv definit) kifejezést!
Ezzel a (8.55.):

W (x(n)) =V (x(n+1))-V(x(n))=-G,b’(n)-G,b2 (n)< 0 (8.68.)
A kapott eredmény egyaltalan nem meglepd, miszerint a linearis rendszer globalisan,

aszimtotikusan stabil, mert a V (X(n)) Lyapunov fliggvény szigoraian monoton csokkend
id@sorozatot alkot.
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Nemlinedris esetben az:

X(n+1)=x'(n+1)+e(n+1)=Sx"(n) (8.69.)
vagy masként: B
X' (n+1)= Q[§i”(n)j (8.70.)
Osszefiiggés érvényes, ahol a (.)” a véges szbOhosszlisagu, az (.)° a Kkiterjesztett

szohosszusagi mintat, QU a valasztott kerekitési szabalynak megfeleld nemlinearitast
jelenti.

A Lyapunov fiiggvény ebben az esetben:

" N_l "
V(X' (n)=Y G,a>(n) (8.71.)
k=2
¢s
N-1 N-1 .
VE' (n+1)= Y Ga7(n+1) )=>_G,b’(n) (8.72.)
k=2 k=2

Ha az n. iitemben nem kerekitenénk (linedrisan mitkodne a sziird), akkor (8.68.) alapjan

teljesiilne a:
N-—

—

V(E (n+1)-v(x ()

egyenlOtlenség.

Il

®
=

O
S

N-1
- Ga.’(n)<0 (8.73.)
k=2
Ha a kerekitési szabaly olyan, hogy:
b’ <b. (8.74.)

akkor a (8.73.) alapjan - mivel az els6 ( a pozitiv ) 0sszeget csokkentjiik- igaz lesz a:

N-1

G)

W(E (1) =V (& (n+1) -V (x ()=

feltétel, ami a stabilitast jelenti.

N-1
b (n)->.G6,a’(n)<0 (8.75.)
k=2

k=2

A (8.74.) feltétel az amplitiddban valo lefelé kerekitést (magnitidd csonkolast) jelenti
( a pozitiv mintakat a nalanal kisebb, a negativokat a nalanal pozitivabb kvantélasi 1épcsore
kerekitjiik).

A kvantalasi hiba:
—g<e.(n)<+q (k=2,3,...,N-1) (8.76.)

2
amely zérus varhat6 értéki, q? szorasu valdsziniiségi valtozonak tekintheto.
A szokasos kerekitasi szabalytol eltérve, a nagyobb szérds miatt a sziird arimetikai
zaja 6 dB-el nagyobb lett, de a direkt struktaraju hullamdigitalis sziird mentes a zérus
bemenetl hatarciklustol.
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