A gyors Fourier transzformacio

11. A gyors Fourier transzformacio (Fast Fourier Transform, FFT)

Az FFT a diszkrét idejii Fourier transzforméciéo (DFT) kiszdmitasanak egy hatékony
algoritmusa. Ha f, egy (altalaban komplex értékii) idésorozat, ahol n=0,1,2,...(N-1), akkor ennek
DFT-je, (azaz a spektrum):

N-1 _‘Zlnk N-1
Fo=Y fie ¥ =Y 1 k=0,1,2,....,(N-1) (11.1.)
n=0 n=0
_jx
Ahol: w,=e V (11.2.)

Az algoritmus akkor lesz hatékony, ha N-et a 2-nek egész szamu hatvanyaként vélasztjuk meg.

A (11.1.)-szerinti Osszegzést bontsuk fel két részre, mely részekben a paros (2n), ill. a
paratlan (2n+1) sorszamu mintakat hasznaljuk csak fel:

N N

N-1 2 2
_ ko 2nk Qnik
Fk _anW]\I/,l _ZonWNn +Zf2n+1WN " -
n=0 n=0 n=0

(N/2)-1 k(N/Z -1 i .
Fk = gnW(N/z)"‘W hnW(;lwz) :Gk+WNHk (11.3-)

n=0 n=0

A (11.3.)-ban Gy és H, mennyiségeket felfoghatjuk Gigy, mint az N/2 hosszusagu g, és h,
sorozatok DFT-jét, ahol:

8 :f2n hn :f2n+1 nzo’l’z”(N/z-l) (114)

A Gy és H; kiszamitasanal a k index a k£ =(0,1,2,...,(N/2-1) ) értékeket veheti fel, mig a
(11.1.) kiszamitasédhoz az indexnek a k£ =(0,1,2,...,(N-1) ) tartomanyon kell futnia. Ezért az (N/2)
ill. az ennél nagyobb index értékekre a (11.1.)-et irjuk fel az alabbi alakban:

N
N

n(k+— ) "(k+ )

——1
Fiinn Zgn N/2 +W Zh WN/2 (11.5.)

n=0
ahol: k=(0,1,2,...,(N/2-1))

A (11.5.) osszefiiggésben szereplo tényezok egyszeriibben is kifejezhetok:

wvin _ i) ik ik k
Wy =e e’ =—e =-Wy (11.6.)
2z 2z
2(k+ ) -k — =2k
k+N/2 _ 27 _ N —j2r _ N _ k
Wi =e =e e’ =e =W (11.7.)
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Ezzel a spektrum felsé fele:

N, N,
2 2

Fiinn :zgnW]\’/ﬂ;Z _Wz\lffzhangl/{z =G, _W]\];Hk (11.8.)
n=0 n=0

A (11.3.)és a(11.8.) osszefiiggéseket egy jelfolyam grafban dbrazolva kapjuk az u.n.
"pillangdt" (butterfly):

Gy Fy
Wy

H Frng
Wy
11.1. dbra A pillangd

Ezzel az atalakitassal az N-pontos DFT kiszdmitasat visszavezettiik két (N/2) fokszdmu
DFT kiszamitasara.

g0 =Jo — Gy Fy N
g =r B— G, \ XO? F, \
gn :fén - N/2 \\ % N/2
gvo-1 = fn2 —— Gy Fnpg Y,
> N
ho = fi — Hy Fone Y\
ek T H; / >< >< ;\07 Fring
hn :férﬁ] I N/2 - > N/2
H,
hnpg =faer —— Hyzs J /

11.2. abra Az N-pontos DFT visszavezetése két (N/2)-pontos DFT kiszamitasara.
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Természetesen a fokszam redukalasos eljaras tovabb folytathatd, mivel az Na 2-nek
egész szamu hatvanya. Az alabbi abra egy N=8 pontos DFT teljes kifejtését mutatja:

J1

/2

Js

fi

/5

VE

/7
11.3. dbra Az N=8 pontos FFT kiszamitadsanak folyamatébréja

Mint az abrabdl lathatd minden egyes fokozatban N/2 darab komplex szorzast, dsszeadast
ill. kivonast kell elvégezni, mig a fokozatok szama log,N. A miiveletek Osszes szdma:

sz=%log2N (11.9.)

Ha a DFT-t a (11.1.) szerint szAdmitanank ki, akkor N* komplex szorzast kellene
elvégezniink. A megtakaritds nagy N-eknél jelentds, pld. N=1024 esetén az FFT miivelet igénye
5120, mig a kdzvetlen szamolassal 1024 ~10° adodik.

Tovabbi egyszerisitést jelent a 0-s indexii pillangdk szdmitdsanal a:
W) =e’"=1 (11.10.)
azonossag hasznalata.

f By

fo B

11.4. dbra Az elsd fokozat pillang6i
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Az algoritmus taglalasat az idésorozat decimalasaval kezdtiik (Decimation In Time) ezért
ezt DIT eljarasnak nevezik. A DIT moddszerben a kimeneti sorozat rendezett (az indexek
novekvo sorrendben helyezkednek el), mig a bemeneti sorozat elsé pillantasra rendezetlennek
tinik. Az alabbi tablazat elsé két oszlopaban ezt a sorrendet tilintettiik fel decimalis és binaris
formaban.

Ndec Nbpin Tbin Tdec
0 000 000 0
4 100 001 1
2 010 010 2
6 110 011 3
1 001 100 4
5 101 101 5
3 011 110 6
7 111 111 7

A tablazat harmadik oszlopaba a masodik oszlop bindris adatainak forditottjat (reverse)
irtuk. Ezt a szdmot decimalisséa alakitva a rend helyreall. Itt nem bizonyitjuk, de ez a rend mas
pontszamokra is érvényes.

A DIT eljarasban tehat az input vektor felt6ltését bit reverse cimzéssel kell elvégezni.

DSP implementacio esetén a fontos szempont, hogy a szamitasok kézben elkeriiljiik a
tulcsordulast. Ha az f, sorozat formatuma pld 16 TC Q15, (-1 <real(f, )< 1, -1 <imag(f, )< 1),
akkor a részeredmények és kimenet adatai biztosan nem férnek el ebben a formatumban. Ezért a
(11.1.)-el ellentétben az FFT esetében a pillangdkban egy 2-vel vald osztast is végrehajtunk, igy
az 0sszeadasok utan a formatum mindig ugyanaz maradhat. Ez /log,N szamu fokozat utan N-nel
torténd osztasnak felel meg.

DFT esetén:
N-1
F, =DFT{f,}=) f,W (11.11.)

n=0
FFT esetén:

N-1
F, :FFT{fn}:%ZfHW;" (11.12)

n=0
Az FFT-ben a pillangok:

F, :%(Gk +WiH,) & Fo, :%(Gk —wiH,)  (11.13)
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Ha egy sorozat inverz diszkrét Fourier transzformaltjat (IDFT-jét) kell kiszamitanunk,
akkor azt elvégezhetjiik a rendelkezésiinkre all6 (11.12.) szerinti FFT eljarassal.

A feladat:
1 N-l jzlkn
1, :IDFT{Fk}zﬁZer' N (11.14.)
k=0

Képezziik a (11.14.) szerinti kifejezés konjugaltjat! ( Az 6sszeg konjugéltja a tagok
konjugaltjanak 0sszege, a szorzat konjugaltja a tényezok konjugaltjdnak szorzata.):

* 1 = * _j2ikn 1 = * *
Sl =g e N =g L EWY < PRI (11.15)
k=0 k=0

Az input vektort a bemeneti sorozat konjugaltjaval toltjiik fel (bit reverse cimzéssel),
majd az FFT eredményét ismételten konjugaljuk, mialtal megkapjuk a sorozat IDFT-jét.

11.2. Az FFT és a spektrum kapcsolata (a szivargas)

A spektrum analizatorokban gyakran alkalmaznak FFT-n alapuld eljarast a spektrum
meghatarozasara. Vizsgaljuk most meg, hogy egy f. frekvencidju, komplex értékii harmonikus jel
esetében milyen eredményt ad az FFT.

Legyen: x(¢)= ce’*™ (11.16.)
Ennek a jelnek a spektruma:

o0

X(f)= [x(ef”"dt=C5(f - 1) (11.17.)

—00

A (11.17.) szerint a spektrum analizatortol azt varndnk el, hogy a megjelenitett
spektrumban az f = f, frekvencian egy C-vel aranyos hosszusagu egyetlen vonal jelenjen meg.

Most mintavételezziik meg az x() jelet f; = 1/T frekvenciaval (f; > 2. )!
Az idOtartomanyban:
x, =x(t =nT) N =—00,....., 00 (11.18.)

n

A frekvenciatartomanyban:

o0

X'(f)= ixne-ﬂ’v‘"f =% ZX(f—ka):% ib‘(f—fc —if.) (11.19.)

k=—0 k=—0
Ha a jelbdl N db mintat gytjtiink 6ssze az FFT szamara:

YV, =W,X, n=—o,.....,+00 (11.20.)
Abhol:

_{1 ha 0<n<(N-1) (1121)

0 egyebkent

Ennek a sorozatnak a diszkrét idejii Fourier transzformaltja (DTFT-je):
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® N-1
Y(f)= D y,e M =3 x e (11.22.)
n=-wo n=0
Példanknal maradva:
Nl ) N-1 ) _
Y(f) — CZ €‘]27'zfch€7127'zfnT — Cze—«ﬂ”(f—fc )nT — A(f)ej!ﬂ(f) (1 123)
n=0 n=0

B sin(N;r(f —f. )T)

Ahol: A(f)= sin(e 7)) o(f)=-z(f - £,)T(N -1) (11.24.)

A spektrum analizator ezeknek a fiiggvényeknek az értékeit tudjak kiszamitani néhany
diszkrét frekvenciaérték helyén. Ezeket a frekvenciakat valasszuk meg az alabbi modon:

£, il (11.24)

kHz

11.5. abra A jel spektrumanak A(f) amplitudo karakterisztikaja
f~=4kHz, f=16kHz és N=16 paraméter értékek mellett

Ha a (11.22.) 6sszefiiggésbe helyettesitjiik be az f= f; értéket, akkor az:
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N-1

N-1 27
4 o _ ~j2afnT _ I
Y, =A4.e"™ —ane ’ —ane N (11.25)
n=0 n=0

kifejezést kapjuk, amiben az N hosszt sorozat DFT-jét ismerjiik fel. A DFT-t viszont az FFT
algoritmusaval szamoljuk ki. A 11.5. abrat tekintve, az FFT alapu spektrum analizator a vart
eredményt adta, a kapott spektrum az f. = f; helyen elhelyezkedd egyetlen vonalbdl all.

A

kHz

11.6. abra A jel spektrumanak A(f) amplitudo karakterisztikaja
f=4.5kHz, f=16kHz és N=16 paraméter értékek mellett

A 11.6. abran egy olyan frekvenciaji bemend jelnek az amplitid6 spektrumat mutatja,
melynél a frekvencia nem esik az f; frekvencia raszter egyik pontjara sem (4.5 kHz). Mint az
abrabol lathato, olyan helyeken is megjelenik spektrum komponens, ahol az eredeti jelben nem
volt. Ezt a jelenséget nevezziik spektrum szivargasnak (spectrum leakage).

A szivargéds annak a kovetkezménye, hogy a spektrumot véges (N szdmu) mintdjabol
akarjuk meghatarozni.

Szivargas akkor nem Iép fel, ha a a bemend jel olyan periodikus jel, amikor is a periddus
1d6 egész szamu tobbszordse megegyezik az adatgytijtés teljes ( NT') idejével. Més szavakkal ez
azt jelenti, hogy a bemend jel csak az f; sorozatnak megfeleld frekvencidji komponenseket
tartalmaz.
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11.3. A szivargas csdkkentése ablakolassal

Mint az el6zéekben lattuk, a (11.20.) szerinti négyszogletes (rectangular) ablakolas
esetében a spektrum szivargas jelentds. Még igen tavoli frekvencidkon is megjelennek olyan
spektrum-komponensek, melyek az eredeti jelben nem voltak.

A tavoli frekvencidkon a szivargas jelentésen elnyomhatd, ha az ablakold fiiggvény nem
konstans, hanem a FIR szlirdk tervezésénél megismert Bartlett, Hamming, Kaiser, stb.,
fliggvények valamelyike.

Az ablakolas az idétartomdnyban szorzast jelent:  y, =w x,
A frekvencia tartoméanyban az ablakolt sorozat spektruma konvoltucidval szamithato:

(- £ (f -v)do=CW(f-f.) (11.26.)

—————————————————————————————————————————————————————————————

_________________________________________________

————————————————————————————————————————————————————————————

e R R S
: o T T T T T T Ty S T T : >
kHz

11.7. abra A jel spektrumanak abszolut értéke kiillonbozé alakfiiggvények esetében
f~=4kHz, f=32kHz és N=32 paraméter értékek mellett

Az FFT (mint kordbban mar belattuk) ennek a spektrumnak az értékeit hatdrozza meg a
kiadodo frekvencia raszter értékei mellett. Az abran ez a raszter 1 kHz. Ha a vizsgalt jel
frekvencidja erre a raszterre esik, a rectangular ablak hibatlan eredményt ad. Ha nem, akkor a
szivargas jelentds. A Hamming (és a Kaiser) ablaknal a szomszédos raszter pontokban jelentds
amplitudo érték jelenik meg (0.5, ill. 0.6), ugyanakkor a tdvolabbi pontokban a szivargés-
elnyomas szinte tokéletes.
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11.4. A periodogram

Tételezziik fel, hogy egy (legalabb gyengén) stacionarius, véletlen valtozo x, jelsorozat
spektrumat kivanjuk meghatarozni véges sok mintajabol. A gyenge stacionarités feltétele, hogy a
jel vérhato értéke:

E{x, } = konst (11.27.)
legyen, és az autdkorrelacids fiiggvény értéke ne fliggjon az n értékétol:
R .(m)=Elx,  x,} (11.28.)

A véletlen valtozo jel spektruman az autdkorrelacids fliggvény Fourier transzformaltjat
értjiik, amit spektralis ( teljesitmény) stiriség fliggvénynek neveziink:

S.(f)= +Zwa (m)e /27" (11.29.)

m=—0

A célunk tehat az S,(f) becslése.

Els6 1épésként a bejovo sorozatbol a w, ablakold sorozat segitségével véges sok (N db)
mintat gyljtiink:

Y ha 0<n< (N — 1)
Yo =Wy X, = (11.30.)
0 egyebkent
Az autdkorrelacids sorozat becslését végezziik el az alabbi mddon:
~ 1 N-1 1
R(m)=—>"yYm=—V, %y, (1131

N n=0 N
Itt észrevehetjiik, hogy a becslést az y, sorozatnak és idében megforditottjanak (y-, )
konvolucidjaként szamithatjuk ki.
Most képezziik a (11.31.) Fourier transzformaltjat!

Py(f)= DTFT{R (m)}= %y( () (11.32)
ahol:
Y(f)= f y,e (11.32.)

Ezt a Fourier transzformaltat nevezziik ( N pontos ) periodogram-nak.

PN(f)=%IY(f)|2 (11.33.)
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Bebizonyithatd, hogy:

lim E{P, (f);=5.(f) (11.34)

azaz a periodogram a spektralis teljesitmény slirliség fiiggvényt aszimptotikusan jol becsli.
A (11.34.) akkor igaz, ha az ablakfiiggvény gy van normalva, hogy teljesiil ra nézve az:

—>wi=1 (11.35.)

azonossag.

Ha a spektrumot csak a diszkrét f; frekvenciakon akarjuk meghatarozni, akkor :

N-1 ' N-1 .
Yo=Y(f,)=X y,e”™" =Y y,e V= DFTy,} (11.36.)
n=0 n=0
fgy a periodogram is diszkrét helyeken lesz ismert:
1 2
P, =PN(fk)=N|Yk| k=0,1,2,...,(N-1) (11.37.)

A (11.36.)-ot természetesen FFT algoritmussal szamitjuk ki.

A (11.34.) alapjan azt gondolndnk, hogy a periodogram hasznéalhat6 eredményt ad. Hogy
beléassuk a periodogram szerény teljesitd képességét, tekintsiik az alabbi feladatot:

Legyen az x, jel zérus varhatd értékii, a [-1,+1] intervallumon egyenletes eloszlasu
korrelalatlan sorozat. Ennek a spektralis siirtiség fiiggvénye konstans = 0.333 ( a szérasnégyzet).

A MATLAB szimulaciot N=32 és N= 256 értékekre elvégezve az eredmény az alabbi
abra szerinti lesz:

2‘ Ps i 2 ‘P¢256k B
T T LT e T T ST T .*_ ————— L T
=) ST SRS KOS S S R H . SIS [ S STSTSTSTS S A I
] e S e R e e e e S s s S S e e et ST e SRS : N S SIS A
T T LT e e = ST T i——————*—_ ————————————

-+
oS fF----- [ S = S
-+
T -+
O e R e TR el
L R . e Sl =
'm] e, TP SR, o #

11.8.4bra Az N=32 és N= 256 paraméterii periodogram eredménye (négyszogletes ablakkal)
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Azt tapasztaljuk, hogy a pontszam ndvelésével az abra egyre inkabb “kifelhdsodik™ és ha
ebbdl az abrabol kellene kdvetkeztetnlink az ismeretlen spektrumra, bizony nehéz dolgunk lenne.

Vizsgaljuk meg, hogy a “kifelhdsddés” minek a kovetkezménye. Ennek érdekében
tekintsiik a peridogram két pontjanak Py(f1) és Py(f1)-nek, mint két valosziniliségi valtozonak a
kovariancidjat:

:[a;ﬁ ha |f, - f,|<2B

0 ha |f,-f|>2B (11.38.)

A hosszadalmas szamitas eredménye a két dnkényesen valasztott frekvencia tavolsagatol
fiigg. Ha ez a tavolsag kisebb az ablakfiiggvényhez tartozo W(f) féhurokjanak savszélességénél
(2B-nél), akkor egy véges értéket kapunk, ellenkez6 esetben zérust.

Ha a két frekvencia megegyezik egymassal ( a tavolsaguk zérus) a (11.38.) a
periodogram értékének mint valoszinliségi valtozonak a szorasnégyzetet szolgaltatja:

varlP, (£, )} = E{P, (1)~ ELR, (1)1 =
e[, (/) }-[ER ()T = o2(f,)>0 (11.39))

Az a tény, hogy két valdszinliségi valtozod kovariancidja zérus, mikdzben a szérasuk
véges, vezet egy olyan abrdhoz, melyben az egymdstdl nem tul nagy tavolsagra (>2B)
elhelyezkedd két vonal egy regisztratumon beliil jelentdsen eltérhet egymastol. Az abra egészét
tekintve ez a tény jelentkezik ugy, mint egy felhd.

A véges értéki szords (melynek nagysaga fliggetlen az N pontszamtol) kovetkeztében a
periodogram a spektrum becslését nem konzisztens modon végzi. Konzisztens becslést ugy
kaphatunk, hogyha a mérés szorasat lecsokkentjiik.

Ha a spektrumot nem egyetlen minta N-esbodl, hanem egymas utdn M szamu adatgytijtés
¢s periodogram atlagolasaval szamoljuk az :

1 M

S, = E;P]&'}k (11.40.)

Osszefiiggés alapjan, akkor a szoras négyzetet is M-ed részére tudjuk csokkenteni:

2

O'S e (11.41.)
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A modszer szemléltetése érdekében tekintsiink egy példat! Egy korrelalatlan (konstans
spektralis stirliség fiiggvényli), oy szorasu jelsorozatot enged;jiink at egy ismert H(f) frekvencia
karakterisztikaji hal6zaton. Az x, kimenet spektralis siiriség fiiggvénye ekkor:

S, (f)=os|H(r) (11.41.)

szintén ismert.
A kimeneti jel periodogramjat atlagolva az aldbbi dbran lathaté eredményt kapjuk:

4] 10log, S, (f)

11.8. dbra A spektrumbecslés eredménye kétféle ablakkal

A paraméterek a szimulacio soran N=256, M=100 értékliek voltak.

Szokasos mddszer még a rekurziv atlagolas, melyben:

S = APY), +(1-A)S (11.43.)

ahol delta egy 1-nél kisebb pozitiv szam.
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