A Wiener sziir@

13. Adaptiv jelfeldolgozas

13.1. A Wiener sziirés

A szlrési feladat megfogalmazhatd ugy is, hogy a sziiré y, kimend jele a lehetd
legjobban hasonlitson egy ismert d, (u.n. “megkivant”) jelre. A “legjobban hasonlitson”
kifejezés jelentse azt, hogy a kiilonbségiik négyzetének varhato értéke legyen minimalis.

Xn Yn

€n

13.1. d4bra A Wiener sziird értelmezése
Legyen:
Xn : a bemeneti sztochasztikus folyamat, melynek egy realizacioja az X,, sorozat €s
Dy : a megkivant sztochasztikus folyamat, melynek egy realizacidja a d, sorozat.

Xn, D legalabb gyengén staciondrius, melynek az autokorrelacios fliggvényei:

Ry (M)=EX X, . (13.1)
Roo(m)=ED,D,_, (13.2)
¢s a keresztkorrelacios fliggvény:
Rox (M) =ED, X, _, (13.3.)
J 2
A Wiener feladat: minE(D, Y, )’ = min E( D, - > w;X, J (13.4.)
Wi Wi =0
A megoldas:
J 2 J J J
J (W)= E(Dn —ijxnj] = E[Dn2 -2D, > W X, +Zwixni2wjxnjj =
j:O i=0 i=0 j:()

= ED; —2iwiEDan_i +ZJ:WiZJ:WjEXn_an_J. =
i=0 i=0  j=0

a, —2iwibi +ZJ:WiZJ:Wj R, =
i=0 i=0 j=0

= a,-2w'b+W'RwW (13.4.)

Ahol bevezettiik az alabbi jeldléseket:

W= Wy W, W | (13.5)
a, = Ryp(0)=ED,D, =ED (13.6.)
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A keresztkorrelacios vektor:

Az autokorrelacids matrix:

Rij = Rxx(i - J) = EXn—an—j =R;

n

(13.7)

(13.8.)

(13.9.)

(13.10.)

A (13.13.) szerinti kvadratikus alakot kell minimalizalni. Ez a skalar-vektor fliggvény

a (J+1) dimenzios térben elhelyezkedd paraboloid egyenlete.

J (W)=a,-2w'b+W'RW

(13.13.)

A feliilet sz¢ls6 értéke (minimuma) ott van, ahol a fliggvény gradiense zérussa valik.

gradJ (W)= GJ(;W(OW)GJaV\le)OJ(;W(JW)} :2(EW—F):O

Amibdl az optimalis szlird egylitthatok (vektora):

Wou =R 'D

A megvalasztott J fokszdm mellett és optimalis sziird esetén a maradék hiba:

E(D, -,V =T (W, )=2,-WLb>0

opt
Tudnivalok az autokorrelacios matrixrdl ( matematikai kitérd):

1. Toeplitz matrix : a f64tld irdnyaban savos szerkezetl

R, RR R, Ry R, R;
R, RRk, RR R, R, R,
= |R, R R, R R, R; ol
R = R, R, R R, R R, mert R, ; = R(I J)
R, Ry R, R R, R
_RS R4 R3 RZ Rl RO_

(13.12)

(13.13.)

(13.14.)

(13.15.)
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2. Hermitikus matrix:

R" =R (13.16.)
mert: Ry =R; =R, (i—j)=R,(i—i)=EX, X, ; =EX, X,
3. Pozitiv definit matrix: ( tetszOleges, nem zérus z vektorra igaz)
Z'Rz >0 (13.17.)
mert:
_ J J J J
Z’Rz=)72) 7,R; =D, 7,EX ;X ;=
i=0 j=0 i=0 j=0
J J J 2
=E> 7,X,; 0.2, X, =E(Zz,xn_,j >0
i=0 j=0 i=0
A sajatérték sajatvektor egyenlet:
Rs =45, i=012..J (13.18.)
4. A sajatvektorok ortonormaltak:
e 1 ha i=]
5'S; = o (13.19.)
0 ha i=#]
5. A sajatértékek pozitivak: A, >0 i=01.2,..,J (13.20.)
mert 0< S RS, =5 45, =,
6. Az autokorrelacids matrix “nyoma” (trace):
J J
trace=> Ry =>4 =JR,(0) (13.21.)
i=0 i=0

(Kitérd vége)

Az optimalis Wiener sziiré rekurziv beallitasa:

Mintavételi titemenként a negativ gradiens irdnyaban A 1épéskozzel 1épiink az
optimum felé ( steepest descent method):

w(n+1)=w(n)- AlRW(n)-b) (13.22.)

Hatarértéke: w(n+1)=w(n)=w,, (13.23)
Ez akkor kovetkezik be, amikor: B

Rw,, =b (13.24.)

ami az optimalités feltétele.
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Mekkora A 1épéskozt valasszunk?

w(n+1)=w(n)- ARW(n)-b )= (I - AR¥(n)+ Ab = Gw(n)+Ab  (13.25.)
ahol G=1-AR (13.26.)
Fzt kielégiti - Gs, =([-ARK, =5,—AZs, =(1-A4 )5, = g;3 (13.27.)
Ahol: g, =1-AJ, (13.28))

Allitsuk elé w-t és b-t a sajatvektorok bazisan (azok linearis kombinaciojaként).

w(n)= ivi (n)s, ¢é b= ZJ: p;s, (13.29.)
W(n+1)=ivi(n+l)§i = Gw(n)+Ab = GZV 5, +Azp, s, = (13.30.)
:Zvi(n)ﬁgi +AZpi§| :Z +Azpl i _Z g +A,D|) i

Az i-ik komponensre az iteracio:
v,(n+1)=g,v(n)+Ap, (13.31.)
Ennek a differencia egyenletnek keressiik a megoldasat a

v(n)=[v(0)-c]g" +¢ v(0) =[ v(0)-c ] + ¢ = v(0) (13.32))
alakban:

Vi(n+1)=[vi(0)_cl]gn+l +6 _{V ( ) Ci]gin -G +Ci}gi +C =
= g,v,(n)-cg, +¢, (13.33.)

Osszevetve (13.31.)-et (13.33.)-val, ¢,(1-g,)=Ap, adédik, amibél :

Ap; Ap. :
1-g; A4 4
Ezzel a (13.31.) megoldasa:
Pi Pi
v;(n)={v,(0)—=—10; +— 13.35.
0= %(0)- 2ot + 1335)
A (113.35.) akkor konvergal, ha:
9| =[l-A%]<1 i=0,12,..] (13.36.)
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A stabilités feltételét a 13.2. abrardl olvashatjuk le.

$1- A
1
gmax
7\1 »
l >
xmin 1 xmax
Aopt
13.2. dbra Az optimalis 1épéskoz meghatarozasa
Az abra alapjan az optimum feltétele:
S+ A
1 - Aunin + A (13.37))
A opt 2
Amibdl:
2
Ay, =— 13.38.
i /Imin + j’max ( )
Osszefoglalva: Adott: R,b
1. Kiszamitjuk a sajatértékeket.
/5-Rs=(T-Rf=0 (13.39.)
Ennek a homogén egyenletnek akkor van megoldasa, ha a determinansa zérus.
det[21 -R)=0 (13.40.)

Megkeresve ennek a (J+1)-ed foku polinomnak a gyokeit, kivalaszthatdo a minimalis €s a
maximalis érték.

2. A lépéskoz megvalasztasa ( 13.38.) szerint.

3. Valos id6ben torténik a sziird adaptalasa:

w,(n+1)=w, (k)—AOpt[i R;W, (n)—biJ i=0,12,.....,] (13.41.)
j=0

A probléma éltaldban az, hogy az autokorrelacié és a keresztkorrelacié nem ismert.
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13.2. A legkisebb négyzetek modszere (Least Mean Square)

Legyen a feladat a Wiener sziirésnél kitlizotthoz hasonlo, azzal a kiilonbséggel, hogy
az autokorrelacios és a keresztkorrelacids fliggvény nem ismert. Rendelkezésre all viszont a
bemend jel véges hosszusagu X, sorozata és a megkivant d, sorozat. Ezt hivjuk tanuld

halmaznak:

TOomoren:

A hiba vektora:

I n=0

Yo
Yi

Y,
B

Yn

Yn |

7M™ ={(x,,d,),n=0,12,....,N} (13.42.)
A feladat annak a w egyiitthatdju FIR sziirnek a meghatarozasa, melyre:
N ) N J 2
minZ(dn—yn) :minz dn—ZWan_j (13.43))
Wi Wi oo =0
0,....J FIR
Xn n
—> W
— .
+
dn
13.3. abra Az optimalizaland¢ sziird
A véges hosszsagu folyamatot vektor-matrix formalizmussal is leirhatjuk:
1 Ix 0 0 0] dy ] e |
X, X, 0 0 d, e
X, X X 0 [w, d, | |e,
X; X, X . 0 w, d, e,
= W, -] (13.44.)
Xn Xn—] Xn—2 Xn—J ) dn en
e, :
Xy XNt XN—J_ _dN_ _eN_
y=Aw=d-¢ (13.45.)
Az A normdl matrixot az x oszlopvektorok segitségével is felirhatjuk:
A=[%,.%,.%,,...%, ] (13.46.)
e=d- AW (13.47.)
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A feladat értelmében, az alabbi skalar-vektor fliggvényt kell minimalizalnunk:

e ieﬁ =¢'e= (E—XW)T (H—XW): (HT —W'AT X&—iW):

n=0
—wWATAW-2W' ATd+d'd (13.48.)
A sz€1s0 érték ( a minmum) ott van, ahol a gradiens zérus:

grad(J (w))= 2(?XW —XTH)z 0 (13.49.)

Ez az alabbi feltételt jelenti:

ATAw=A"d (13.50.)
amibdl:

W, =(ATA) ATd (13.51)

Az eredmény hasonld alaku a Wiener szlirésnél kapotthoz, ha bevezetjiik az alabbi
jeloléseket. Az autokorrelacid becslése:

~ - N
R=A"TA ahol: R, =X/X;=) X X, (13.52.)
n=0
és a keresztkorrelacio becslése:

~ ——— _ N
b=A"d ahol: b, =x{d=) d X, (13.53.)

Ezzel a feladat megoldasa:

Sl

— _ -1
Won = R

(13.54.)

Egy érdekes megfigyelést tehetiink azaltal, ha a (13.45.) egyenletet megszorozzuk
balrél az A normal métrix transzponaltjaval:

ATAW=A"d-A'¢ (13.55.)
Az eredményt 6sszevetve (13.50.)-vel, azt kapjuk, hogy:

ATe=0. (13.56.)
Ez a matrix egyenlet felbonthat6 (J+1) darab skalér szorzatra:

Xje=0 Vj=0,12,..,J (13.57)

A (13.57.) egyenlet azt fejezi ki, hogy optimalis sziird esetén a hiba vektor merdleges a
normal matrixot alkotd x;j oszlopvektorok mindegyikére.
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Erre az eredményre geometriai megfontolasok Utjan is eljuthatunk. A (13.45.)
egyenletet ugy is értelmezhetjiik, hogy az (N+1) dimenzids y vektort a (J+1) darab x vektor
sulyozott 6sszegeként akarjuk eldallitani:

_ J
Y =AW= WX, (13.58.)
i=0
Az (N+1) dimenzios térben a (J+1) darab x vektor egy (J+1) dimenziés X alteret (hipersikot)
feszit ki:
X=1{X,,X,,X,,...X, | (13.59.)

A (13.58.) alapjan az y vektor is ebben az altérben van, a d vektor altaldban nem. A feladat az,
hogy az e = d-y kiilonbségi vektor abszolut érték négyzetét ( normajat) minimalizaljuk:

minle|” = nzi;eﬁ (13.60.)

Az e vektor abszolut éretéke a d vektor csticsdnak az X sikban fekvé y vektor csticsatol vett
tavolsadgaval egyezik meg, ami akkor minimalis hosszusagu, ha e merdleges az X sikra ( az
abban 1€v6 Osszes vektorra).

e 1 X{x,.X,.X,,...X, | (13.61.)
H/v“
e

Wy X,

x, X hipersﬂ'g,..--""'ﬁ

13.4. abra Az ortogonalitas szemléltetése az N+1= 3 dimenzios térben (j = 0,1 )

Ez az ortogonalis projekcié ( d merdleges vetitése az X sikra) van megfogalmazva a
(13.57.) egyenletben.

Az ortogonalitasi feltételbdl kiindulva:

Xe=0 Vi=0,12,...,J (13.62.)
Amibdl:
X/ (&—_W)zo (13.63.)
Atrendezés utan:
_ _ — J J J
b =X{d=X[AW =X D) WX, =D X/X,W, = ) Ryw, (13.64.)
j=0 j=0 j=0

Eredményiink természetesen megegyezik a gradiens segitségével kiszamitottal.
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