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1. Jelek

1.1. Jelek reprezentacioi, a reprezentaciok transz  formacioi

1.1.1 Absztrakt matematikai modellek

Jelek kvantitativ leirasara matematikai modellélestznalunk, ezek a jeleg&prezentécioi A
matematikai modellek altalanos értelemben figjgvények,azaz adott struktlraju input halmaznak
adott strukturaju output halmazba todeképzesei:

Flggveény: Input halmaz> Output halmaz

A szbba j0¥ lehetséges input és output halmaz tipusokat ébidi@blazatban foglaljuk 6ssze.
Szurkével emeltik ki a tovabbiakban részletesagysdando értelmezési tartomany és értékkészlet
tipusokat. Outputtérnek (értékkészletnek) a tovalapértelmezés szerint mindig a komplex szamok
halmazat tekintjuk.

Input halmaz Output halmaz
Ertelmezési tartoméany Ertékkészlet

véges szimbolum halmaz| véges szimbolum halmaz
(esménytér, abc, kod, stb.] (esménytér, abc, kbéd, stb.

véges szamhalmaz véges szamhalmaz
{0, 1, ... (N-1)} {0, 1, ... (N-1)}
megszamlalhatéan végteleh megszamlalhatéan végtelen
szamhalmaz szamhalmaz
(egész szamok) (egész szamok)
valos szamegyenes valos szamegyenes
komplex szamsik komplex szamsik

Az input halmazok kulonb@zmatematikai szerkezete Iényeges kdvetkezmeénnyalkalonbda
reprezentacio tipusok tulajdonsagait dke. Ezzel szemben a legéltalanosabban komplex
szamertélnek tekintett értekkészletbe beletartoznak az egfish specialis esetek (pl. képzetes rész
nulla: valés szam). Mivel a jelreprezentaciok édeletét mindig komplex szamnak tekintjik, ezért a
reprezentéciok tipusait az értelmezési tartomgoust szerint kilonboztethetjuk meg. Jel
reprezentaciokként hasznalt nevezetes matematib@eieket az alabbiakban foglaljuk 6ssze.
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Modell Jelolés Input tér Output tér Diszciplija
Vektor Xq véges szamhalmaz= |komplex szamsik
1 tipikusan:
. =| , X -
(indexelt |*7|. 21 {0, 1, ... (N-1)}
tomb)
XN
Sorozat . megszamlalhatég = [komplex szams|k valds
. . n'n’ végtelen -
. analizis
(diszkret szamhalmaz

figgveny) | xmx ). (egész szamok

x(nT) X (nF)

N=-0q.

Valds X(t), X(f) |valés szamegyenes= |komplex szams{k
fuggveny

Komplex | X(s), X(z) | komplex szamsik = |komplex szams{lk komplex
fliggvény analizis

1.1.2 Az idh-, frekvencia- és operator-tartomanyban értelmezetteprezentaciok

Az eddigiekben absztrakt matematikai modebékolt sz6 abban az értelemben, hogy az értelmezési
tartomanyoknak az elvont matematikai szerkezetem#s értelmezést nem adtunk.

A jeleket leirhatjuk, azaz reprezentalhatjukjdii, afrekvencia- és azoperator-tartomanyban is.
Ezekben az esetekben a leiraséara hasznalt moéetdinezési tartomanyai mar matematikai
szemponton tuli értelmezéssel is rendelkeznék; ichgy frekvenciat, vagy (valamilyen, de edyel
nem tisztazott médon) "operaciot” jelentenek (&oraplex valtozo a derivalast, z az eltolast).

Az idétengely és afrekvencia tengelyegyaranvalds szamegyeneseko -t6l +o -ig, meértékik fizikai
egységben ( sec, Hz) mérbekt. Azoperatortartomanybeli jelreprezentaciok értelmezési tartomanya
az s vagy z valtozojkomplex sik Az alabbi tablazatban 6sszefoglaltuk, hogy matiomanyban,
milyen tipusu reprezentaciok (matematikai modeljékpek szoba és egyuttal bevezetjik a tipikus
jeloléseket.
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matematikai modell | Idétartomany | Frekvenciatartomany | Operator tartomany
Vektor X X i

Sorozat X, vagy X X, vagyX, . -

valos fliggvény X(1) X(f) -
komplex fliggvény - - X(s) vagy X(2)

A tovabbiakban alkalmazando jelélésrendszer edyil megallapodasa: egy "iksz" jebidrtomanyi

ey

operéatortartomanyi reprezentaciot pedig allo, \petegyX-szel jeloljuk.

1.1.3 Jel reprezentaciok transzformacioi

Egy jel kulénb6s tartomanyokban hasznalt matematikai modelljei kibk6zlekedési eszkdzoket a
reprezentaciok transzformacionak nevezzik. Az alabbi tabldzatban és abran daggagtik az id-,
frekvencia-, és operator-tartomanybeli jel repréaeink kdzotti 6sszes lehetséges kdzlekedési utat,
azaz az ¢6sszes reprezentacio-transzformaciot.

Transzformacio Input tartomany  Output tartomany zbiglina
Fourier tr. I Frekvencia Valos
Inverz Fourier tr. Frekvencia ad Flggvénytan
Laplace tr. . .
Id Operator
Ztr. © P
Inverz Laplace tr. .
Operator [ Komplex
Inverz Z tr. P P
Flggvénytan
Kontur fuggvény Operator Frekvencia
Analitikus kiterjesztés Frekvencia Operator
Analitikus leképzés Operator Operator

Jelek elméletének tovabbi targyalasat az alkalndizamtematikai apparatus szerint csoportositva
folytatjuk. Elbszor avalds fuggvénytanilletoségi korébe tartozidl6- ésfrekvencia tartomanyi
modelleket (vektorok, sorozatok, valos fliggvéenyekezek transzformaciofgurier
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transzformaciok) részletezzik, majd az ezt kévétjezetben foglaljuk 6sszekamplex
flggvénytani apparatussal kezelehdperatortartomanyi modelleket és a velik kapcsslat
transzformaciokat (Laplace transzformécio, Z tréoszacio).

Fourier Inverz Fourier

Kontur fliggvény:

Laplace transzf. o
S = jerf

Inverz Laplace ti:

Analitikus kiterjesztés a
képzetes tengel§t

Z transzform.

Kontur figgvény:

Inverz Z tr. !
z=édm

Analitikus kiterjesztés aZ
egysegkordsl
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1.2 1d6- és frekvenciatartomanybeli leiras:
valés fuggvénytani modellek, Fourier transzfo ~ rmacio

1.2.1 Sorozatok és fliggvények nevezetes osztalyailmazai

El6szor (fuggetlendl attol, hogy azdidvagy a frekvencia tartomanybeli leirasrol vare@)dekintsik at
a sorozatok és fluggvények pusztan matematikai szetingl megnevezhé&tazon osztalyait, mely
osztélyok fontos jelelméleti értelmezést is fogaadé€$bbiekben hordozni. Az attekintés térképe az
alabbi abra.

/valés modellek \

( Vektorok )
/" DO: Sorozatok N\
(DE )\
(> )

. J
(DT )\
‘DS - o)
\\ R >, ) )
/“FO: Fliggvények N\
(FE )\
(™ )

. J
(FT )\
o “;
N SRR, >,
\ "/
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Négyzetesen 6sszegezligintegralhatd) sorozatok, figgvények (DE, FE):

o 2 o
DE: y, Xl =E<w FE: y(x), [ly(" dx=E<o
Megjegyzések:

- az (idbtartomanyi) valds tengely felet|t;'v| valds szam a pillanatnyi amplitido

- |y|2 pillanatnyi teljesitmény

- teljesitmény 6sszegezése, integralasa energia

- ezek a modellek a véges energiaju modellek

- a véges energiaju modellekwo -ben ésx -ben is elhaldak, értékiik nullahoz tart, egyszeri €
nem pedig mindig zajlé vagy ismédb "torténetet” irnak le (nem stacioner jelenségek).

- Ezeket az osztélyokat (a funkcional analizishéndérnek is hivjak

Négyzetesen atlagolhat§orozatok, figgvenyek (DT, FT):

2
DT:y,, lim, . (ﬁiw J: P, 0<P<
n=-N

. . L %o | —

FT: y(x), lim, . (i_jx|y(x)| de = P,0< P<w
Feladat:

- Lassuk be, hogy DE és DT (ill. FE és FT) diskjumalmazok, azaz egy sorozat vagy

sz

teljesitméniyi!

Megjegyzések:
- Adott (idé)intervallum felett 6sszegezett (integralt) pillama teljesitmény normalva az
intervallum hosszaval az atlag teljesitményt adja.
- Ezek a véges teljesitmény modellek
- A véges teljesitmértiymodellek a végtelenben sem halhatnak el, allandapd, esetleg
végtelenszer ismétlo "torténeteket” irnak le (stacioner jelleg).

Abszolut 6sszegezhét(integralhatd) sorozatok, fliggvények (DA, FA):

DA™ y,, inn|= A< o FA: y(x), I|y(x)| dx= A < o
Feladat_ok: N

- Lassuk be, hogy DA valédi részhalmaza DE-nek.
- Lassuk be, hogy ha egy fuiggvény korlatos és dbisiegralhato, akkor négyzetesen is
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integrélhato, de forditva nem igaz.
- Adjunk példat négyzetesen dsszegezhidd abszolut nem dsszegedhsirozatra!
Megjegyzések:
- Ezeket a halmazokat L1 térnek is hivjak

Véges tartdju (véges intervallumon kivil nullaval azonos) sotokafiiggvények (DV, FV):
DV: vy,, léetezik Nin<Nmax, melyreigaz, hogy ha n N vagy n > Nax akkory = 0.

FV:  y(x), létezik Xnin < Xmax Melyre igaz, hogy ha X <m{ vagy X > Xnax akkor y(x) =
0.

Megjegyzések:
- Az idétengely felett véges tartoju modellel leirt jelekéges idefieknek nevezziik.
- A frekvenciatengely felett véges tart6ju modelégit jeleketsdvhatéroltaknak nevezzuk.

Feladatok:
- Lassuk be, hogy DV valddi részhalmaza DA-nek.
- Lassuk be, hogy ha egy fuiggvény korlatos és viagt§u, akkor abszollt integralhato is.

Stacionerésergodikus folyamatokrealizacioi (DS, FS):

DS: vy,, diszkreét, stacioner, ergodikus folyamat egyetsfiges realizacioja.

FS: y(x), folytonos, stacioner, ergodikus folyamat egy teges realizacioja
Megjegyzések:
- A sztochasztikus folyamatokrol kish lesz sz6.

Periodikus sorozatok, figgvények (DP, FP):
DP: y,, létezik N, melyre igaz, hogy.yn = Yo. minden egész k-ra.

FP: y(x), létezik X, melyre igaz, hogy y(x+kX) =y(x) nden egész k-ra.
Feladatok:
- Lassuk be, hogy DP valédi részhalmaza DT-nek.
- Lassuk be, hogy véletlen fazisu szinusz stacivékatlen folyamat..

1.2.2 Miiveletek valés modellekkel

Az aldbbiakban listasziéen 6sszeszedjik azokat a fontosalilveteteket, melyeket akardeakar
frekvencia tartomanyi vektorokon, sorozatokon @gfiényeken végezhetink.
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Miivelet egy tébb paraméteres tipus valt tovabbi
operandus| operandus megjegyzés

Skalarral szorzas v c

Osszeadas, v

linear kombinacio 4 C1, C ... Gy

Szorzas v v

Eltolas v d v

Megforditas v

Konvolucié v v

Periodikus v P v v

kiterjesztés

Ablakolas v W(X), Wq v v

Mintavételezés v D v v

Interpolalas v s(X) v v

A tovabbiakban a felsorolt imeletekkel kapcsolatban (ott, ahol az addivetet fogalma ezt egy kicsit
is szukségesseé teszi) definiald, érteltnégz részletdzmegjegyzések kdvetkeznek Ahol sziikséges ott
majd kalon felhivjuk a figyelmet a specidlis jetfelgozasi meggondolasokra.

Szorzas:

Vektoroknal elemenkénti szorzast jelent.

Eltolas:

Flggvénynél, sorozatnal evidens.
Vektorndl ciklikus (cirkuléris) eltolas

Xo
X1

I
I

X N-1

vektor m-el eltoltjay =

X (0-m)modN

X (2-m)modN

X (i-m)modN

X (N-2-m)modN

Ciklikus eltolasnal tehat az indexfliggvenyben a @ diiggvényt kell alkalmazni, igy nem
lépunk ki a {0, 1, ...(N-1)} értelmezési tartomadyb
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A modulé fuggvénydefinicioja: és abraja:

y =x mod a = y(x)
X: valos,
a: pozitiv valos,
y:0<y < a és
x = ka +y, ahol k egész

y =xmod a

Vs

-2a -a

Megforditas:
X(t) jel megforditottja x(-t);
Xn sorozat megforditottja.x
vektorok esetén az - (—i mod N) atindekszelést jelent (a vektor eleragk specialis
atrendezése, permutacioja).
A megforditas kapcsan hivhatjuk fel a figyelmebaatkoz6 objektumokaros, paratlan
tulajdonséagara:

Parosség: az objektum azonos a megforditottjaval.
Fuggvény: x(t) = x(-t), t=oe ...
Sorozat: X=Xn , N= e ... ©
Vektor: % =Xwmodn) , N= 0 ... (N-1)

Péaratlansag: az objektum azonos a megforditottrével.
Fuggvény: x(t) = -x(-t), t=oe ... ©
Sorozat: X=-X, , N= e .., ©
Vektor: % = -Xcnmodny , N = 0 ... (N-1)

Paros-paratlan dekompozicio: minden objektum (féggysorozat, vektor) egyértelen felbonthato
paros és paratlan része 6sszegére:

X(8) =X () + X, (1)

%0 =3 (0 +x(-0)

%0 =5 (X0 +x(-0)
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Konvolucié:
Kllonboa tipust modellekre kuldnbéZormulakkal definialt a konvolucio tivelete. Az alabbi
0t konvolucio tipust vezetjiuk be:

Folytonos lineéris konvolucio
Folytonos periodikus konvolucio
Diszkrét lineéris konvolucio
Diszkrét periodikus konvolucio
Ciklikus (cirkuléaris) konvolucié

A definiciok:
Folytonos linearis konvolucié:
yx)*v(x)=w(x), w(x) = fy(U) v(x -u)du

Folytonos periodikus konvolucio:

up+P

VP(X)*VP(X):WP(X)I VT/P(X):%D ij(u)T/P (x-u)du

Megjegyzés: A tildaval és a P indexszel a fliggvkmyszerinti periodusos voltéat
hangsulyozzuk

Diszkrét linearis konvolucio:

[o0]
YtV =W, Wp = Dy W, N==c.

k=—-00

Diszkrét periodikus konvoIUcié'
mg+N-1

yn*v :W Zym nem 1 —00,,,00,

m=m,

Ciklikus (cirkularis) konvolucio:
N-1

1
y V=2,ahol z; =— Zyk |]/(| —-k)modN i=0,1,...(N-1)
k 0

A konvolucié miveletét szemléletesen az alabliiveletek egymasutanjanak eredményeként is
felfoghatjuk:
» az egyik operanduwegforditasa(tikrozése v(-x))majd
e eltolasa( v(-(x-u))= v(u-x) )
» és a ket operandg&alar szorzata(szorzas es 0sszegezes, integralas)
adja a konvolluci@redményétaz eltolas szamértékénél.
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A fenti konvolucio tipusoknal azonosak voltak digisok. Definialhatdk olyan konvolaciok is,

amelyeknél a két bementi jel kilonkédzpusu. Tetsd@eges jeltipusok kdzotti konvolucidkat az alabbi

tablazatban lehetne 6sszefoglalni, ahol fliggesen az egyik vizszintesen a masik béipedst
tuntetjik fel:

y() y(t) Yn Y, y
v(t) v
V(1) v
Vi 4
v, v
Vi v

A konvolucidk tobb iranyu altalanositdsanak legbsatbb eseteire a isbiekben visszatérink.

A konvolucio értelmezéséhez tekintsik at az al&ldbjdonsagokat és elemi feladatokat.

A konvolucié néhany elentulajdonsaga:

Lassuk be - a folytonos linearis konvollcié esetdegfogalmazott, de altalanosan is érvényes -

alabbi allitdsok igazsagat:
1. y(X)*v(x)= u)v(x -u)du= —+u)v(=-u)du
y()()_jmw)( ) _jmy<2 VG~ )

2. y(X)*v(x) = v(x)*y(x) (kommutativitas)
3. (YX)*v(x) )*z(x) = y()*(v(x)*z(x)) (asszociativitas)
4. y(x)*(v(xX)+z(x)) = y(X)*v(x) + y(x)*z(x) (disztibutivitas)
5. Ha y(x)*v(x) = z(x), akkor
y(X)*v(x-u) = z(x-u),
y(x-u)*v(x) = z(x-u),
y(X-up)*v(x-uy) = z(X-u-Uy) (eltolasi tulajdonsagok).

A konvoluciéval kapcsolatos néhany eldeladat:
Gondoljuk végig a kdvetkézegyszeit példakat (vektorokkal, sorozatokkal, és periodikus

valtozatokkal is)!

1. Két azonos szélessegnpulzus konvolucioja:

y(x) v(x)

-12 112 < -1/2 12 %

2. Két kiilonbo# szélességimpulzus konvolucioja:

JELEK verzio: 2014. februar 28.



Jelek 13/44
YERH(=2(9)

HIIERVARN

X Ton Tee Tor Tl %

3. Mi torténik, ha az ébbi példaban ad szélességimpulzus nem az x=/2-t6l, hanem a
x=T-8/2-t6| kezddik?

4. Mi az eredménye a z(t)=y(t)*v(t)imeletnek, ha

y(x) vi(x)

T1/2

-10 10 « -3 -2 -1 1 2 3

A konvoluciéval kapcsolatos néhaggecialis sorozat, fliggvény

A fuggvények terében létezik-e e(x) egység eleral@aabi értelemben: Barmely y(x)-szel
konvolvalva y(x)-et kapunk: y(x)*e(x) = y(x), e(X}=
(megoldas: e(x)®d(x). Ez ad(x) Dirac delta figgvény egyik fajta definialasa.)

Es a sorozatok terében?

Létezik-e olyan fuggvény, melyet énmagaval kongbla 6nmagat kapjuk: e(x)*e(x) =
e(x)="?

(segitség: gondoljunk arra, hogy valosaikegi valtozok 6sszegének egyuttes eloszlaséat

ugy kapjuk meg, ha konvolvaljuk az eredetei elasa#tadirisegfiiggvenyeét. Tovabba
normalis eloszlasu valos#iségi valtozo 6sszege szintén normalis eloszlas#tkov

A konvolucio segitségével definialhatjulkarrelacié miveletét: :
y(x) corr v(X) = Gu(X) = I y(u) v(x+ u)du.
cyv(X) konvolucio kepzéssel is megadhat@(x9 = y(x)*v(-x).

Az y(x) fuggvényautokorrelacios fuggvénye: ¢/(x) = y(x)*y(-X), azaz a egy fluggvény
autokorrelaciéja 6nmaga és megforditottjanak kainsioja.

A konvolucioval kapcsolatban végezetil megjegyezhoky a linearis transzforméaciéknak nagyon
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fontos osztalya egy-egy rogzitett fliggvénnyel (sattal, vektorral) végzett konvolucioval definidlba

Példaul az y(x) fuggveny H{y(x)}=z(xMilbert transzformaltjanak , az 1/x figgvénnyel vett
konvolociodjat nevezzik:

iy} =200 = 2y = [ X ae,

Gondoljuk végig, hogy azysorozat mindenkori utolsé L mintajanak atlagolé&salkapott y
sorozatott az x sorozatnak mely sorozattal vett konvoluciéjakiématjuk fel!

Egy vektor elemeinek ciklikus permutaciojat melktegral vett konvolacié adja?

Periodikus kiterjeszteés:
Aperiodikus x(t) fuggvényt ill. x sorozatot a T ill. N paraméter szerint periogsdialakitja.

Definicio :

X(t) - X1 (t)= DY x(t-nT), T a periodusidill.

n=-—o

Xy = Xyn =Xy (M) = D X, » N @ periédusszam

n
m=-co

Ha pl. x(t) az alabbi fuggvény

x(t)

T T t

amelynek periodikus kiterjesztése:

F0)

Megjegyzések:
—A periodikus kiterjesztés letezésének sziksegexdéd, hogy az eredeti jel a végtelenben
elhal6 legyen !Qm x(@) =0 ill.limx,, =0).

- Ha a jel nem véges tartoju, akkor a periodikusrjesztés mindenképp@tiapolddasos
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(Ami azt eredmenyezi, hogy; (t) -bél altalaban nem allithato vissza az eredeti ) j

- Ha a jel véges tartdju és a tartohossz kisebit anl periodusié, akkor a periodikus
kiterjesztésatlapolédas mentegazaz nincs informaciovesztés)

Ablakolas:

Véges tartéju figgvennyel (vagy sorozattal) valdraast jelent. A tivelet paramétere a
véges tartoju wt) ablakfuggveény . Az x(t) folytonos jelnft) szerint ablakoltja:
X(t) — Xwr(t) = X(t)Mvr(t)
Az ablakolas az xsorozatra is értelmezidet
Xn — Xw,n = Xa[Wn n

x(t) x(t)
t t

w.(t) w(t)
1 /_\ vagy pl. {;

1 T t
X (1) X,2()

N\

" T t

Megjegyzések:

- Ha az ablakfliggvény (ahol nem 0 ott) egységnyipakz ablakolt jel egy véges idej
megfigyelést jelent. (A fenti dbran a masodik eségyszdgletes ablakolas.)

- Az ablakolas nemcsak azténgelyen, hanem a frekvenciatengelyen is érteleté@zBkkor
az ablakolast szésnek is nevezhetjuk.

— Ha az eredeti x(t) v..xjel nem véges tartoju, akkor az ablakolészteséges

— Ha az eredeti x(t) v..xjel véges tartdju és a véges tarto beleesik Eklah, akkor az
ablakolasvreszteségmentes.

— Az atlapolédas mentes periodikus kiterjesztésraea veszteseg mentes ablakolas
négyszogletes ablak alkalmazasakor.

Mintavételezés:

Valos fuggvényen értelmezettinelet, amely egy szamsorozatot eredményez. Paresreéie
mintavételi id, vagy az F frekvencia mintavételezesi rasztelyt&oos reprezentaciorol
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diszkrét reprezentacidra valo attérést jelent:
x(t) 0 - x,=x(nT) vagy
X(f) I - Xp=X(nF)

Megjegyzés:
A mintavételezés fvelete nemcsak azdtengely felett, hanem a frekvenciatengelyen is
értelmezett. Ekkor egy folytonos spektrumbdl egydrdkvenciakd# mintakat allitunk
elo.

Interpolalas:

Diszkrét reprezentéciordl folytonos reprezentaciaid attérést jelent atmelet s(.) elmi
jelalak paramétere szerint:

Xor OT0 - x(t) : x(t) = ixn ¥(t-nt) vagy

Xoe O = X(H) 1 X(F) = ixn [f —nf)

n=-o0

Megjegyzés:
- Mind a mintavételezés, mind az interpolalas a aoigeisat valtdé nivelet. (x(t) « Xp)
- Az interpolalas egy szamsorozat és egy folytotigg\¥ény konvolucidja.
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1.2.3 A Fourier transzformaciok sokfélesége: FI, &, DTFT, DFS, DFT

Egy jelet az idtartomanyban az x(t) vagy, X'tbrténete” irja le, a frekvenciatartomanybanigea X(f)

spektruma, mely szerint a jel az f frekvencigjinmamikus rezgéseknek %f) szerinti sulyaiként

rakhato dssze. A jel itheli és frekvenciatartomanybeli leirasa kozott arfew transzformacio teremt

kapcsolatot. Attdl fligéen, hogy adott esetben milyen tipusi matematikaieth@ alkalmazzuk

(vektor; aperiodikus- vagy periodikus sorozat;raqukkus- vagy periodikus figgvény), a Fourier

transzformacio konkrét forméjaban nagyon kilorgbi@net:

- Fourier integral (FI)
- Fourier sor (FS)

- Diszkrét ideji Fourier transzformacio (DTFT)
- Diszkrét Fourier sor (DFS)
- Diszkrét Fourier transzformacioé (DFT)

. Az alabbi abran tekinthetjik at az egyes spectéinszformaciok helyét és szerepét.

/ \ FOURIER
s v , TRANSF.
Id6 tartomany frekvencia tartomany
( Vektorok ; p{ Vektorok )
/" DO: Sorozatok N\ DET /" DO0: Sorozatok N\
(DE N\ /DE N\
(@) (o)
L J
(DT /”L DT )
W\ SRR \\\ fffffffffffffffff >, ) )
/“FO: Fliggvények FO: Fliggvények N\
(FE FE )
P & ) \* & )
L N J
AN
(FT (FT )
s (= a
W N >, ) )
\ \ "/
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A Fourier transzformacionak a kulonlgotizpust bemeneti (fdtartomanyi) és kimeneti (frekvencia
tartomanyi) matematikai modelljeihez tartozé eseteialabbi tablazatban foglaltuk 6ssze, majd

ismertetjik a konkrét formalis definicidkat.

Fourier integrdl| Fourier sor |Diszkrét ideji | Diszkrét Fourier | Diszkrét Fourier
Fourier tr. sor (DFS) transzformalt

FI FS

(D (FS) (DTFT) (DFT)

x(t) - X(f) X0 - X% | x, - X(f) X - X, X - X

Fourier-integral (FI):

Bemerd adat :x(t) legalabb négyzetesen integralhatd
Kimens adat X(t) legalabb négyzetesen integralhatd
Definicio X} =X(0) = [x(t)e 1 # dt

—00

Inverz transzf. £ X (,t} =x(t)= [ X() &) ¥ df

—00

Megjegyzések:

- X(t)-nek legalabb négyzetesen integralhaténakl&etie; ekkor a hozzéa tartox{f)
spektrum is négyzetesen integralhato.

- Ha x(t) O FA (abszolut integralhat6), akkox (f) folytonos és akarhanyszor derivalhato
(nincs benne ugras).

- Ha x(t) O FV (véges tart6ju), akkor biztos, hog¥(f) nemvéges tartoju. (A fenti allitasok
természetesen az inverZ-transzformaciora is eéngékya be- és kimeneti jeleket
megcserélve.)

— Alap feladatok:
rektangularis ablak Fourier transzformaltja,
rektangularis ablak inverz Fourier transzformaltja,
abszolut integralhatésag, folytonossag, négyzetesegralhatdsag osszefliggesei dzad a
frekvencia tartomanyban.

- Lassuk be, hogy az inverz Fourier-transzformaeiélvan a inverz parj&{x(t), f} -nek.

x(©)m = x(F) o~ x(t))

Fourier-sor (FS):
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Bemert adat :X(t) OFP (T-re periodikus jel)
Kimens adat : X, ODE (legalabb négyzetesen 6sszegeihet
to+T _
Definicio  : F{X¢).nB = X, =% [X@)e™ 17" dt, F=1/T, n=co.. 0
to

Inverz transzf. £ Y X5t} = X(t) = X..e |ZTnFt
nk n

n=-o

Megjegyzések:
- Ha X(t) legalabb négyzetesen integralhaté egy perioduét;fakkor a hozza tartozs,

Fourier-sor is négyzetesen 6sszegerzh@tz allitas megforditasa is igaz.)
- Ha X(t) négyzetesen integralhat6 egy T periédéigdde nem folytonos, akkor aX,
sorozat négyzetesen 6sszegezhad nem abszolut 6sszegezhet

Feladat:
A Fourier sor definiciojat gyakran az 1/T-s konstaglkil adjak meg. Szamitsuk ki, hogy

1/T-vel vagy e nélkil lesznek-e a megadott FS dgyek transzformacios parok.

Diszkrét ideji Fourier-transzformalt (DTFT):

Bemerd adat :x,; ODE (legalabb négyzetesen 0sszegevhetozat,
T a mintavételi id)
Kimeno adat :X(f)OFP (periodikus fuggvény, F=1/T periodussal)

o > o -jonrt 1
Definicié TF{xpT, f} = XE(f)= D xpe F, F:?
n=—o
1. = 1f°+F.. j2nmr—
Inverz transzf. F {Xp(F).nTh=xp = j X(fe  Fdf
fo

Megjegyzések:
- Xp SOrozatnak négyzetesen 6sszegériadt kell lennie; a hozza tartoz)BF( f) Fourier
transzformalt is négyzetesen integralhato egy gesa folott..
- Ha x, abszolut 6sszegezlbetakkor )ZF( f) folytonos és akarhanyszor differencialhato..
(Ertelemszdien az allitasok forditottja is igaz.)

Feladat:
A DTFT definiciojat gyakran az 1/F-es konstans tk#djak meg. Szamitsuk ki, hogy 1/F-fel

vagy e nélkil lesznek-e a megadott transzformatcanszformacios parok.
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Diszkrét Fourier-Sor ( DFS):

Bemei$ adat :X, ODP (N-re periodikus sorozat)

ng+N-1 i2 n

., e ~ = ~ ~Jem—=
Definicié CF{Xam}=X = >X.e N, m=o. 0
n=ng
- 1 ng+N-1 __ j2m1£
Inverz transzf. £ {X ., mT} =X, ; = N X N

n=n,

Kimeneti adat :)Zn 0 DP (N-re periodikus sorozat)

Feladat:

Lassuk be, hogy a megadott DFS egyenletek valdhasaformacios parok, és szikség van
1/N-es konstansra az inverz transzformacional.

Diszkrét Fourier-transzformalt (DFT):

Bemeneti adat_: XN dimenzios vektor)

-jkn27
Definici6  : Ax} =X =W _[X,ahol W ={w=e "N, kn=0,..N1}
Inverz transzf. £ {X} =x = ﬂ;‘l X = %ﬂN [X , ahol * a konjugalast jelenti.
Kimeneti adat X (N dimenziés vektor)

Megjegyzések:
- Mivel a DFT két vektor kozott teremt kapcsolaexért felfoghato vektorterek linearis
transzformaciojaként, ahol a transzformacios maiy.
- Wy elemei az egységkoron helyezkednek el (N-edfokgéggyokok).
- Az altaldnosan elterjedt FFT és IFFT elnevezésati@DFT-nek egy specialis

algoritmussal tortéhszamolasa rejlik. Ezekre kdsb visszatérink.
Feladat:

Lassuk be, hogy Winvertalhat6 (determinansa nem 0)\5s " = %ﬂN .
1.2.4 A komplex értéki spektrum valds értéki részfliggvényei

Az X(f) komplex érték spektrumhoz tébb valds ériekesz-spektrum is rendelléetdz X(f)-et valos-
és képzetes részre bontva

X(f) = RO +jI(H),
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kapjuk azR(f) valos részesl(f) képzetes rész spektrurokat.
Az X(f) komplex érték fuggvenyt az

X(f) = A(f)e—i¢(f) = g N-ig( ’

exponencialis alakba irva kapjuk &d) amplitdo-spektrumot, aza(f) logaritmikus abszolut értek-
spektrumot és #(f) fazis-spektrumot.

Az A(f) amplitido-spektrum és a hozzéatartg®) fazis-spektrum tobbféle értelmezése is hastogila

» Valos, ebjelesA(f) spektrum, a hozza tartozg(f)-ben nincsenekt értéki ugrasok.

* A(f) abszolut érték spektrung(f)-benTt értéki ugrasok 1épnek fel ott, ahol adjeles amplitadd
elojelet valtana.

» Belapoltg(f) fazis-spektrum, értéke csak 0 1t@Rvagy 71... +11) k6z6tt lehetségesmi@riéki
ugrasok vannak benne.

» Folytonos, nem korlatog(f) fazis-spektrum, értékerthagysagu ugrasok nélkil valtozik (unwrap).

A folytonos és differencialhato faziskarakterikatalapjan értelmezhtetfutasi idé spektrum:

r(f)= - -0

Az |X(f)|2 =| Af )|2 = E(f) fuggvénytenergiadiriiség-spektrumak nevezziik.

1.2.5 A Fourier transzformaciok tulajdonsagai

A tulajdonsagokat a Fourier-integralra vizsgaljakzletesen. Ezek jorészt ertelmeéket tobbi 4
Fourier-transzformacio tipusra is. A legfontosalérésekre kitérunk.

Inverz-szimmetria:
FYARxX), 1, = x(®)
R FH{X(), 1, } = X()

Feladat:
A Fourier-transzformacio és az inverz transzforra&diejezésében csak egy negatisjed|
eltérés van. Mit kapunk, ha egy négyzetesen inlteap@x(t) jelX(f) spektrumat véletlenul
inverz transzformacio helyett 0jbdl Fourier-trammspialunk?
Megoldas:F{ Ax(t), f}, t} = x( -t)

Megjegyzes: A vektorokra értelmezett DFT-t ha kétsgymas utan elvégezzik, akkor a kapott
x[(Wy)? vektorban pontosan azetemei szerepelnek, de forditott sorrendben. Mav@hi)?
matrix az xvektor elemsorrendjét megforditja,

Konjugalt komplex szimmetria:
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Ha x(t) - X(f) Fourier transzformalt par, akkor
Ax’(t), f} = X (-f), ahol * a konjugélast jeldli.

Feladat Bizonyitsuk be az allitast!

Kdvetkezmenyek:
Legyen x(t) =r(t) + jilt) eésX(f) = R(f) + (), aholr(t), i(t), R(f) ésl(f) valdés fuggvenyek.
Minden valds y(x) figgvény felbonthatd edyx) paros és egy’{x) paratlan fliggvény
osszegére: y(x) =) + Y°(x), ahol

Vi) = %(y(x)w(—x)) és Y(x) = %(y(x) - Y(x)).

Ezzel minden x(t) éX(f) komplex fliggveny az alabbi alakban irhato @lfs-képzetes,
paros-péaratlan dekompozicio).

A nyilak azt szemléltetik, hogy a konjugélt-kompkzimmetria kdvetkeztében mely
fuggvénykomponensek k6zott van Fourier-transzforésakapcsolat.

X(t) = ro(t) + o) + jaP(t) + i)
P I
X(f) = R(f) + R(f) + j1°(F) + jIF(F)

A fentiekbsl kiolvashatd, hogy ha x(t) valogt)=0), akkor

» azR(f) valésrész-spektrum, a¥f) abszolutértek-spektrum és@) futasi ids-spektrum
paros lesz;

» az I(f) képzetesrész-spektrum, ég@ fazis spektrum péaratlan fliggvény lesz.

Megjegyzések:
— A parossag és paratlansag fogalma sorozatokgyéstelni:
Xn paros, ha x=x, ill. paratlan, ha x = -x,.
— Egy vektort akkor tekintlnk parosnak, hanan= X €s paratlannak, ha xod n = -X;
(i=0,1,...,N-1).

Eltolas, modulacio: _
« Ha x(t) » X(f) = A(f)€*® Fourier transzformalt par, akkor

Ax(t—to), f} = €72 X(f).

Az eltolt jel amplitudo-karakterisztikaja nem vadik: Aqi (f) = A(f).
Az eltolt jel fazis- és futasidkarakterisztikaja:

der(d = 0() + 2o f O~ tar(f) =1(F) + to

» A komplex harmonikus jellel valo szorzas a speaktfitial vald eltolasat jelenti.
A e x(1), f} = X (f—fo)
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Megjegyzeés:
—A miveletet frekvenciaattevésnek, keverésnek vagy ndatiak nevezzik.
- Valés harmonikus jellel val6é szorzas felfoghat§ kgnjugalt-komplex harmonikus
jelpéarral val6 szorzasnak:

Aleos(@a x(0.1}= A5 (€7 + &™) x(.) = - (X (F+fo) + X (F-1o).

(Ez a kétoldalsavos amplittdémodulacié.)

Szorzas, konvolucio:
Legyen %(t) « Xi(f) és %(t) « Xo(f) Fourier transzformacios par.
* A a két idsfuggvény szorzatanak Fourier transzformaltja aspéktrum linearis folytonos
konvolucioja lesz:
Rxa(t) x2(t)} = Xa(f) * Xa(f)

* A két idsfuggvény linearis folytonos konvollcidja a két spakn szorzata lesz:

Rxa(t) * x2(} = Xa(f) “X(f).

Leptékvaltas:

Ha x(t) o X(f) = jx(t) (@ 2"dt ésa > 0 valds szam, akkor

oo . ITL
= 1J.x(r)@ 8 aﬁtdr =
= a-

dt:dr/ a

x(at) If - [x@a)e “™d

x(at) Of - é[b((iaj :

A kapott eredmény jelebgégét az alabbi dbran illusztraljuk:
x(t) X(£)
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X_ tll ;
t"=)0,l-t x)
F
—
t f
x(t") "
=101 X
F
_
t £

Haa>1, akkor dsszezsugoritjuk aztdngelyt, azaz felgyorsitjuk a jel lefolyasat, ¢aiéh
spektrum kiszélesedik.
Haa<1l, lelassitjuk a jel lefolyasat, a spektrum kegkedbé valik.

= Nem lehet egyszerre gyors lefutasu és keskeny &@ss2g egy jel

A Parseval-tétel
Ha x(t) o Xy(f) és %(t) « Xy(f) Fourier transzformalt péar, akkor

[x,(t) BG(dt = [ X, (F) DX (F) df
Ennek fontos esete, amikof() = xo(t) = x(t); ilyenkor a fenti integral a jel energiéjadja meg:
E =j|x(t)|2dt = _“X( f)|*df (energia tétel).

—00

= Az energia egy invarians jelledje a Fourier transzformacionak.

Derivalt:
Ha x(t) - X(f) Fourier-transzformécios par, és létezik az x(thjedik derivaltja, akkor

d"x(t) .
o - 020" X().

Integral:
Ha x(t) - X(f) Fourier-transzformacios par, és az x(t) figgvénggralhato, akkor

X (t) = j'x(r)dr ot - JZilf X(f) + % X(0)3(f) .

—00

Megjegyzés:
— Diszkrét sorozatoknal a differencialas egy kil@gbepzést jelent:
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X;; - d, =(X,—X,,) (hatra differencia)
X — d, =(X,.,— X,) (elore differencia)
— Diszkrét sorozatoknal az integralas akkumulai@sizegzést jelent:

n
X' = D Xy -

m=—oco

Eqyéb:
Ha x(t) - X(f) Fourier-transzformécios par, akkor x(t)X¥§) nem lehet egyidéjeg véges
tartéju. Masképpen fogalmazva véges tartoju fuggWwaurier-transzformaltja sohasem véges
tartéja ill. savhatarolt x(t) figgvény sem lehegeé tartéja..

1.2.6 A Fourier transzformaciok egységes leirasa

A Dirac delta definialasa:

- Olyan val6s és integralhat6 figgvény, amely mimd¢® kivéve a 0 helyen, ahol nem korlatos.
Jelblése:

5(%) 6(x-¢)

T

I
X C X
- A Dirac-delta olyan figgvény, amely integralhasdiitegralja:

K lhaa<b<c
[ (x-b)dx= s
. 0;egyébként

vagy _[6(x)dx =1.

—-A 3(x) fuggvény mintavételdértulajdonsaga: y((x-c) = y(c)d(x-c)
azaz fuggvennyel szorozva egy Dirac-deltat egyegly szadmmal (mintaval) szorozva a
Dirac-delta.

— Linearis folytonos konvoludcié tulajdonsagai alapjay(x)* &(x-c) = y(x-c)
azaz fuggveény eltolasa egyémz eétolt Dirac-deltaval vett konvolaciéval..

— A d(x) periodikus kiterjesztése, a Dirac delta sorozat

3.(X) = Y d(x- nP), amely P szerint periodikus.

n=-co0
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1T

Megjegyzések:

- Az y(x) fuggvény periodikus kiterjesztése megadlabDirac delta sorozattal vett
konvolucioval is:

YX)* 8,(X) = Fp(X) -

- A mintavételezés fivelete megadhatd a Dirac delta sorozattal térezorzaskent:

y(X) [ﬁp(x) = Zy(nP)[dS( x— nP), amely kdlcsdndsen egyértdlan megfeleltethét

n=-c

(izomorf) az yp= y(x=nP) szamsorozattaly(x) [Ep(x) o Yo

A Dirac delta fuggvény és a Fourier transzformaltaktulajdonsagai:

id 6fiiggvény. ldstartomanyi leiras és Spektrum: Frekvenciatartomanyi leiras és
integral eballitasa integral eballitasa

x(t) = | X(f) @™ df X(f)= [x() @™ dt

o) = j e df 1= j S(te? dt

(t-tg) = [ df e = [S(t-t, e dt

et = [ 5(F -, ) df &f -1o) = [eRm it

5 ® :1 - e-iZm% :1 iejzth 15 (H = ieﬁmf‘r
T T n=-o0 T n=—oco T F n=-oco

A Fourier-integral segitségével az x(t) négyzetestegralhato jelet ltudtuk allitani integral
alakban és ugyanigy a spektrumot is:
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x(t) = T X (f) 2™ df X(f) = Tx(t) [e>™dt

Ugyanigy a(t) is eballithato:
o) = j e df 1= j S(t)e " dt

Tehat az idbeli Dirac delta fiiggvény(t)) a frekvenciatengely f6lott 1. (igy az egységguény
inverz Fourier-transzformaltj&(t) lesz.)

* Az eltolasi tétel alapjan:

O(t-ty) = [eP™ @P"df e = [5(t-t, e dt

» Az idétartomanyban komplex harmonikus jel a frekvenctatadnyban Dirac delta lesz:

et = [5(f - T, )P df  &f -f,) = [ @ dt=

- Ie—jz tf-fo)t gt

* A periodikus jelek megadhatdk a Fourier-sorukigt,a T szerint periodiku§T (t) Dirac delta

sorozatnak is megadhat6 a Fourier-sora:
T/2

= o cems 175 qemt 1
5M=Yce ', aholc, == [o M Td==.
n=-co T -T/2 T
Ezzel
~ 1 & -j2ml 1 & jZmL . . ..
oaM==>e T =7 D e T, azaz komplex harmonikus jelek dsszege.

==
Mivel a komplex harmonikus jel a frekvenciatengéliptt Dirac delta, ezért 5T (t) Dirac delta
sorozat Fourier-integralja is Dirac delta soroeat|

FI5. . f}=%5F(f) 5 () LF %i(f) , ahol T=1/F.
Megjegyzés:
A 9(t) figgvényt gyakran definialjak mas egysegnyiiket: figgvények hatarfiiggvényekent.
Pl.:
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1)
LA ()
. * /
lim 5°0)=5(0)
- >
—AJ2 A2 t t

A tobbi Fourier-transzformacio visszavezetése a Foier-integralra:

I. A Fourier-sor visszavezetése

Vegyunk egyX, (t) periodikus fliggvényt. Négyszdgletes ablakolasksszuk ki egy
periodusat. Ezt a véges tartoju jelet jeloljikxvel.

0

x7(t)

T 2T t

Az xT(t) periodikus kiterjesztésével visszakapjuk az dredg(t) periodikus jelet:
Xr (t) = ¢ (t)* & (t).
X+ (t)-nek ez az ékllitasa mar Fourier-integralhato, felhasznalvagyte Dirac delta sorozat

Fourier-integralja szintén Dirac delta sorozathégy az idtartomanyban elvégzett konvolucié a
frekvenciatartomanyban szorzas:

F{X: (0} = X, (f) B () = > X;(nFA B(f -nF), amely egyérteliien megfeleltethétaz X,r

n=-oco

sorozattal:X , P »" X, (nF)A(f - nF).

Megjegyzes:
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Az idétartomanybeli periodikus kiterjesztés mintavétetemk felel meg a
frekvenciatartoményban. A periodikus jelnek vonaeszkrét spektruma van.

Ezzel azX- (t) jel Fourier-sorét ax. (t) véges tart6ji jel spektrumanak mintavételezésével

nyerjuk.
II. A diszkrét idej i Fourier-transzformacié visszavezetése

A diszkrét idefi Fourier-transzformacio azxsorozat és)?F(f) spektrum kozott teremt
kapcsolatotx , — PTT - X _(f).
Az x,t szamsorozat izomorf a kdvetkeellel:

X (£) = D X [B(t-nT).

n=-co

X (t) — amely mar Fourier-integralhatéegyértelnien meghatarozza agpszamsorozatot.
Minthogy A 8(t-to), f}= e #™
AX(t), = X.(f) = anT [@ 2T ahol F=1/T. Ezzel a DTFT definicidjat isseldtuk

n=-oo

allitani a Fourier-integrallal.
A DTFT-hez szorosan kapcsolodik az alabbi igendsnétel.
Shannon mintavételi tétele:

» Legyen az x(t) egy Fourier-integralhaté, folytondsji jel.

* Rx(1), f}= X(f) ) N

» Mintavételezzuk x(t)-t T mintavételi é6zzel: x(t) = x(t)D; (1) .

« A mintavételezett jel Fourier-integralif x"(t), fi= X'(f) = X(f* 3,.(f), mivel

az idtartomanybeli szorzés a frekvenciatengely folotivaicionak felel meg, és a Dirac

delta sorozat Fourier integralja szintén Diracalstirozat. (VagyiX (f) nem mas, mint az
eredeti x(t) jelX(f) spektrumanak periodikus kiterjesztése.)
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5.
XTt)
TT” |MT

Ha az x(t) jel savkorlatozott, aza¢(f) = 0, ha|fi = B, és a mintavételi frekvencia

F = 1/T= 2B, akkor az x*(t) mintavételezett jélbegyértelniien visszaallithato az eredeti x(t)
jel.

Ugyanis, haX (f) =0, ha|f| = B és F = 1/ 2B, akkor a(f) F szerinti periodikus

kiterjesztése veszteségmentesen megy végbe. i\fbsl egyszeii ablakolassal
visszaallithat&(f). (Ez a frekvenciatartomanybeli ablakolas ideditorésponti frekvencigju
alulatereszt szirést jelent.) !

Il. A diszkrét Fourier-sor visszavezetése

A diszkrét ideji Fourier-sor az, periodikus sorozat és &V diszkrét spektrum kozott teremt
kapcsolatotX,, —&F - X,,.

Vegyunk egy véges tartoja-¢) idéfuggvényt, amelynek spektrumét jeloljxkf)-fel és
periodikus kiterjesztésék . (t) -vel: A x(t), f}= X(f), X, (t)= xr(t)* I, (t).

Mintavételezzikx, ()t ts= T/N mintavételi idvel:

X2 (1) =X (1) B, (1) = (Xr(t)* O, (1)) B, (1) . AZ igy kapottX. (t) jel kolcsonosen
egyértelnien megfeleltethétaz X, szamsorozattak, PTIF . x7(t).

Most vegyukX; (tFourier-integraljat:

R X(1) , = AOT(O* 8 (1) By (1), 1= (XA By (F))* Br (F).

= Periodikus sorozatok Fourier-transzformaltja pdikias sorozat.

IV. A diszkrét Fourier-transzformacio6 visszavezetés

A DFT az.xidsvektor és aX frekvenciavektor kdzott teremt kapcsolatot— A - X .
A DFT visszavezethéta DFS-re ugyanis azvektor azx,, periodikus szamsorozat egy
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periddusat, aX vektor pedig azxX v Szamsorozat egy periodusat tartalmazza. Vagyist D

vektorok periodikus kiterjesztésével kapjuk a DE&n3sorozatokat. Mivel a DFS-t mar
visszavezettik a Fourier-integralra, igy a DFTépédzhet vele.

1.2.7 Jelniveletek 6sszefoglalasa

Mivelet a jelen

|§tartomanybeli
mivelet

Frekvenciatartomanybe
mivelet

Linear kombinacié

Linear kombinéacié

Linear kombinacié

Modulélas, szorzas _ konvolucio
szorzas vigvel eltolas a vivfrekvenciaval
keverés
Ablakolas (idsben) SZorzas konvoldcio
ablakolas konvolucids torzitas,
elkerbdés, attetdés
S7irés kopv_qluuo N szorza§
konvolucios torzitas, ablakolas

tranziens torzitas

Mintavételezés

mintaveételezés
szorzas (Dirac delta

periodikus kiterjesztés
konvolucio (Dirac delta

sorozattal) sorozattal)
atlapolodas
Spektrum mintavételezés periodikus kiterjesztés mintavételezés
atlapolédas
Interpolalas konvo_IL’Jci(’) (interpolalé szorzas,
jelalakkal) spektrum ablakolas
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1.3 Operator tartomanyi leiras:
komplex fiiggvénytani modellek,
Z-transzformacio

A jelek operatortartomanybeli leirdsahoz a kompleggvénytan legfontosabb elemeivel kell
megismerkedniink. Folytonos jelek operatortartomélépéhez a Laplace-transzformaciéval
juthatunk el.

Mivel a digitélis jelfeldolgozas soran legtobbsdiszkrét idej jelek kertlnek éitérbe, amelyek
operéatortartomanybeli leirdsa a Z-transzformaciadélatd meg, a Laplace transzformacioval itt nem
foglalkozunk.

1.3.1 A Z-transzformacio

Legyen adott egyxszamsorozat, amelynek Z-transzformaltja a z korpédtozonak egy dirti felett
analitikus figgvénye, melynek formalis definiciégy hatvanysor:

Xn < ETPRIMROL X(2)

Z{x ,,z} = X(z),zOR, ahol X(z) = ixnz'n ,

n=-co

X(z) komplex fuggveény, és R a konvergenciérgy jeloli.

Vizsgaljuk meg, mikor létezik egy sorozat Z-tramsrialtja, azaz a formalis Z-transzforméacié mikor
allit el 1étez (komplex) figgvényt. Enhez ismételjink at néhateytartozé matematikai fogalmat.

Definicié:
Az a, végtelen sorozat elemeinek 6sszegzésével kaggititlen sorakkorkonvergensha a
részletosszegek sorozatanak hatarérteke véges.Harérértéket a végtelen sor 6sszegének

nevezzuk.

o0 N

Da,= LlrﬁmZan =S.
n=0 n=0

Ha a2|an| sor is konvergens, akkor azt mondjuk, hogygabszolut konvergens
n=0

Kérdés, hogy ha atindexeljik az\egtelen szamsorozatot, azaz az elemeit mas sbearadjuk
0ssze, akkor ugyanahhoz az S dsszeghez jutunk-e.
Tétel:

Ha a Zan sor abszolut konvergens, akkor az elemek dédges atrendezésével nyert sor is
n=0
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abszolut konvergens és a sor 6sszege az 0sszeaddslgdl flggetlen.

Tétel: (Riemann-féle atrendezési téetel)

Ha Zan konvergens sor, de nem abszollt konvergens, akkatignatrendezhétlgy, hogy
n=0

0sszege egy &e meghatarozott tetleges veges szam legyen, illetve a-8orhez, vagy-c-
hez divergéljon.

Tehat csak az abszolut dsszegezBett tekinthetjik olyannak, mely az 6sszeadasadjét|
fuggetlen 6sszeget allitceltehét leted fliggvényt hoz létre.

A definicio alapjan csak ritkan dontbetl egy sorroél, hogy konvergens-e. Ezért a konvesige
eldontésére kulonbdzritériumokat hasznalunk, mint pl. a majorans, onéms kritériumot, a gyok- és
hanyadoskritériumot, vagy az integralkritériumatek kozul most csak a gyokkritériumot ismételjik
at.

Tétel:
Ha aLimq/H =C, ahol C<1,

hatérérték létezik, akkor & |a,| sor konvergens. Ha C>1 vagy a hatarérték nemikétaizkor
n=0

> |a,| sor divergens. (Ha C=1, akkor nem déniteit hogy konvergens-e a sor.)
n=0

Most a gyokkritérium felhasznélasaval etleémzik, hogyX(z) = anz'" sor konvergens-e. Ehhez

bontsuk fel X(z)-t két sorra:
° -1 ° 00 00
X@2) =D x,z" =Y x, 2"+ > x,z" =Y x 2"+ > x,z".
n=-oco n=-co n=0 m=1 n=0
Ha mindkét sor abszolut 6sszegedhakkor l1étezik a Z-transzformalt és az egyértelm

* limejix,z”" :|z|'1 E!]\i[rlq/m& = gxnz'n akkor konvergens, ha| > Lmq/m =a,.

(Az a; az x, aszimptotikus j6§beni viselkedését fliggé szam.)

: . ? - 1
e lim T/x_mzm =|70im g)x_,| (1 = ) x_,z" akkor konvergens, ha@ < ———=a._.
m- o | | | | m - oo | | ;L g |a| rlT!nl ’|X_m|

Ebbsl adodoan X(z) akkor létezik, ha z azra, és az 4 = a sugaru korokkel hatarolt
konvergenciagiriiben van.
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I‘z: a_

P

R
konvergenciagytrii

Megjegyzés:
— Ha az x sorozatnak csak multja van, azaln > 0-ra %, = 0, akkor az asugar zérus, azaz a
konvergencia tartomany egy korong.
- Ha az x sorozat belépsorozat (csak jdje van,[0n < 0-ra %, = 0), akkor 1/a= 0, azaz a
konvergencia tartomany egy korong kivételével gsdtomplex sik.

Konvergens hatvanysorok analitikus fliggvényt albitaeb (folytonos, akarhanyszor differencialhato,
valGs és képzetes rész fluggvényeik kielégitik acOgdele diff. egyenleteket, stb.). Tehat a distkré
idejii jel (szamsorozat) Z-transzformaltja - ha létealkkor - korgyirt felett analitikus fuggvény.
Masrészt minden analitikus fliggvény egyériigdm konvergens hatvanysorba fejthetz

X(z) = anz"‘ hatvanysorral val6 ééllitdsa a Laurent-sor.
n=-oo

- Az inverz Z-transzformacié voltaképpen X(z) Laursara x egyitthatdinak a meghatarozasat
jelenti. Ez a komplex figgvénytan szerint:

Z™{X(2), zOR} =x, :% ifX(z) z""dz.

cR
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1.3.2 A Z-transzformacio tulajdonsagai

Legyen x egy szamsorozat, amelynek Z-transzformaltja X¢z)«f - X(z).

1. Linearis kombinacio:

SAXY F>AXO().

2. Eltolasi tulajdonsag:

LF -z X(2), mert Y x,, z"

n=-c

X

n-n,

3. Exponencidlis sorozattal val6 szorzés:

0 0 -n
a" [x, If - X[ij, mert > a"x,z" = ) xn(zj :

n=-—c n=-c

4. Lineéris sorozattal valé szorzas:

nix, &[‘F_,—zgdﬁﬁ_
Z

5. Konjugalas:

X - X(2).

6. Forditott sorozat Z-transzformaltja:
X-—n *ij - )((1/2)
(Ez annyit jelent, hogy ami eddig az X(z) egységkdkivil e$ pontja az egységkdoron belllre
transzformalddnak és viszont.)

7. Két sorozat konvoluciéjanak Z-transzformaltja:
X, *y, 4F - X(2)[¥(2) (a két sorozat Z-transzformaltjanak szorzata).

8. Két sorozat szorzatanak Z-transzformaltja:
X [y, I Zi 0 §X(v) Y(z/v) W dv, ahol

R, NR,
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Ry az X(z) =Z&x .} és R az Y(z) =4y} konvergencia tartomanya.
(Az Osszefuiggés a komplex fliggvenyekre értelmémetvolicio.)

9. A Z-transzformaci6 és a a DTFT koz6tti kapcsolat
F

» Kontarfiggvény:

Mivel x, [TF - X(f) = Y x, & és x, OF - X(z) = > x,z" , ezérthaa

n=-c n=—co

z = €?" helyettesitést alkalmazzuk, akkor X(ZHelsallithatd X(f):

)Z(f) = X(z)| e - AZ TQY kapotb?(f) flggvényt az X(z) egysegsugaru kérre vonatkozo
kontuarfuggvényének nevezziik. ¢ = |e12’*T| =1).

Im{z}

Ebbsl adodoan egy szamsorozatnak csak akkor van spekttfbourier transzformaltja), ha Z-
transzformaltjanak konvergencia tartomanya tartalraaaz egységkort. (Tehat van olyan
szamsorozat, amelynek létezik a Z-transzformalgak-ourier-transzformaltja nincs.)

* Analitikus kiterjesztés:
Az )Z(f) - X(z) atmenet meghatarozasa ritkan van sziuksegmadkié@gyakorlatban, ezért
ezzel részletesen nem foglalkozunk. Megjegyezzogy Iha a komplex sik egysegkoérére
vonatkozo konturnggvén%(f) adott, akkor eblil a z sikra kiterjed analitikus figgveny,
X(z), az un. analitikus  kiterjesztés hatarozhaty.

Megjegyzés:
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Hatérozzuk meg az,& x,y, szorzat Fourier-transzformaltjat a Z-transzfordélt
segitségével!

u(z)=%m §X) Y (z/v) W dv ésU(f) = Fix , §,} = U(@) o -

R, R,

Ekkor U(z) kifejezésében a kovetkeelyettesitéseket kell hasznalnunk:
z=e% |y =e?" és ekkor a kontlrintegralast elég & €™ egységkorre elvégezni:

G(f) = Fix . [y} = § xw) w(éj widv

c=elT

, ahol dv = j2aT @27 @y,

T

U(f) = Fx , [y,} = %}_ [ Xy (€207 )™ 27T @2 dg =
0

- fi E!; X(#) Y (f - ¢)dg , aholf, = 1/T.

Ezzel a komplex fuggvények konvoluciojanak kontgguenyét visszavezettik a valés
fuggvénytanbdl megismert folytonos periodikus kdaemra.

1.3.3 Az inverz Z-transzformacio

Az inverz Z-transzformacio definicio szering; = i 5f>X(z) Z"'dz.
cOR

Ennek az integralnak a kiértékelésére tobb modszeyilik. Enhez ismételjink at néhany alagvet
komplex flggvénytani fogalmat.

Definicio:
A H(z) komplex fuggvénynek aZR izolalt szingularis porj&, ha H(z) a pont (egy "atszurt")
koérnyezetében regularis (vagyis Laurent sorbadéjjh
Ha létezik alim H(z) = A <« véges hatarérték, akkas-za H(z)megszuntethétzolalt
z- 5

szingularitasi pontjanak nevezzik.

Definici6:
A H(z) flggvény a z =gizolalt szingularitasi pontja koruli Laurent sosfr-1-edik
egyultthatojat a H(z) figgvény ponthoz tartozéesiduundnak nevezzik:

ref H(Z) = % §H(z)dz, aholc olyan pozitiv koruljarasu rektifikalhato Jordan lgéramely
2= cOR
benne van a zsont atszurt kérnyezetében.
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Tétel: (Residuum-tétel)
Ha a H(z) fuggvény regularis a pozitiv irdnyitésektifikalhatd zart Jordan-gorbén és belsejében
— a belsejében Ié’wéges szamzz,..., % szinguléris pont kivételével, akkor

§H(z)dz=2rg DZ re{ H@ .

cOR

Tétel (a residuum szamitaséara)
Ha a z = g # « pont a H(z) fuggvény-edrend polusa, akkor

1 dml
(m —1)| 7 [(

Zr:ezg':{ H@ = z-z)" OH 2)]-

(PI. HaH(2) :?12 (@=2,me1) = red H@ = 1)

Az inverz Z-transzformacié szamitasa a residuunebét:

A residuum tétel alkalmazaséaval az inverz Z-tramszécio formuldjaban szeteintegral mar konnyen
szamithat6. Ezzel

= Z ey (22}

1.3.4 Raciondlis tort inverz Z-transzformacioja

A gyakorlatban nagyfontossaguak azok a jelek, nkefisgranszformaltja két polinom hanyadosa:

A@) _ayz" +a,,2"+.+az g
Bz) z'+Q, 27 +.+hz b

X(z) = (M <N).

Az ilyen jeleket ARMA (auto-regressive moving-avgea jeleknek is szoktak nevezni.
Megjegyzés:
Mind az A(z) mind a B(z) polinom felirhatd gyoktéerajs alakban is:

A(2) = ZaEﬁ qAEﬂ(z— 2,

B(2) = rl(z z) . A z = z pontok az X(z) fuggvény szingularitasi pontjai.
J:
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Az inverz Z-transzformacié szamitasa a residuunmebét:

Az inverz Z-transzformaltat ebben az esetben (Hit i3-fligg) raciondlis tort pélusaihoz tartoz6
residuumok 6sszegeként szamithatjuk:

ahol a 7 polusok az n értékéitfilggéen vagy a B(z) ,B 1 vagy a "V B(z), n < 1 polinomok
gyokei. (Negativ n-ek estén az origéban tbbbszimdlsiplicitasu poélus keletkezik!)

Megjegyezzilk, hogy egyszeres polus esetén a residien egyszéen szamolhato:

e {@} _A@®) dB(2
=% | B(z)] B'(2) '
Feladat:

Vezessik le a fenti 6sszefliggést a residuum szsnaidélott altalanos képlétiim= 1 esetén).

, ahol B'(2) =
2=z

Példa

z+1 _ z+1

LegyenX(z) = = .
gyenX(2) (z-2)[{z-05) z°-25z+1

Hatarozzuk meg az %= Z {X(z)} sorozatot!

_ (Z+) 7 | _ _(z+)
X Zrie{zz—z,52+1 z rie Z3—2,522+ il

De melyik az a koérgyrii alaki konvergencia tartoméany, mely felett 6sszeideztt az abban lév
polusokhoz tartozé residuumokat?

El6szor nézzik mely korgyiik felett analitikus X(z):
z; = 0,5 és z= 2 pontban pdélusa van X(z)-nek, vagyis ezekbpardokban nem analitikus.
Ebbsl adodoan 3 olyan konvergencia tartomany adhatqg atey X(z) Laurent-sorba fejttiet

I.|[4<05 1. 054 k<2 N[> 2
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Tehat harom kulonbézkonvergencia tartomany lehetséges, igy az invarar’szformaltra is
harom kiilénb6& megoldas van.

Els3 konvergencia dirti: 1. |4<05

Ebben az esetben csak a valtozé multiplicitas@obeli polus van (az is csak n < 1 esetében) a
konvergencia gyriin belll, tehat a fenti 6sszeg csak egy tagu:

0 , h>1

" res-—; — , = 0
=0 |(2*-257+ 20z

Masodik konvergencia dyii: . 054 #<2

Ekkor a konvergencia tartomanyban haladé zart kontbeltl mar két pélus vana 0 ésa 0.5,
tehat masodik tagként a z=0.5-h6z tartozd residiatrie figyelembe kell venrk®
szamitasakor:

W@ = 3O 4 reg) (ZTDEZ -, @)
" " 2’-257+ 7 |= " 3Z-5z+1 1
n n 2

Harmadik konvergencia @yi: " . |z| >2

Most mar negativ n értékeknél harom polus (0, 2.5 pozitiv n értékeknél pedig két polus
veend figyelembe.

A megoldast most csak a gyakorlatban leggyakrabkléorduld Ill. esetben adjuk meg (amikor
Xn = 00n < 0-ndl):
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@ — (z+)0 | _ (z+) & _
Xy Zr?{23—2,522+ z} Z 5(23_2522+a
dz ’

(z+]) [ | , (z+) 7 |
322 -5z+1 1 322 -5z+1
2

=res z+1
(22 -257+ 02"

z=0

Negativ indexeknél a harom residuum 6sszege rgila,

x® = 0—2[@%} +12", han>0
0, ,ham 0

Inverz Z-transzformécié polinom osztassal:

1. Irjuk fel a X(z) ARMA jel szamlal6jat és nevigét z csokketl hatvanyai szerinti sorrendben, majd
vegyuk az el tagok hanyadosat. Ezzel megkapjuk a X(z) sorféiték el tagjat.

Pl.: (z+1):(Z-2,5z+1) - z*

2. A kapott eredményt (most’} szorozzuk vissza az osztéval’2,5z +1)¥ * = z-2,5+ 7*) majd az
igy kapott eredményt vonjuk ki az osztandébol. z#R,5-z 7 = 3,527

3. Az ebzé ponttal kapott médositott osztanddval végezziikralaz el§ pontot. igy megkapjuk a
H(z) sorfejtésének kdvetkézagjat.

(Most: (3,57 1):(2*-2,5z+1) - 3,577)

Osszegezve (a példan keresztiil):

X(2) = (z+1):(Z-2,52+1) = * + 3,572 + 7,752° + ...
-(z-2,5+77)

§,_5—Z_:L -------------------- A

~(3,5-(2,53,5)2"+3,5 7%

Z,Lz_l—3,52_2 --------------------- A

Ezzel az algoritmussald@llitottuk a X(z) = an [(Z" alakot, amelybl az x, tagok kiolvashatok.

n=-o

(Mivel ennek az algoritmusnak sosincs végg divisionnek is szoktak nevezni.)

Megjegyzés:
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A fenti példanal csokkeénkitevok szerinti rendezésben végeztik el az osztastl Ejz|e> 2,

azaz a legkutskorhoz tartozo sorfejtést allitottukéeHa a sorrendet felcseréljik, vagyis z
ndvekw hatvanyai szerint irjuk fél a polinomokat, akkaraigo koérili legbelé kérhoz tartozé
sorfejtést allitjuk &:

X(z) = A+ 2):(1-2,5z+ Z) = 1 + 3,5z + 7,757+ ...

—(1-2,5z+ ?)

3,627 2 2

—(3,52-8,757+3,5 7)

7,75 7-3,52 7

Inverz Z-transzformacio részlettdrtekre bontassal:

Tételezzuk fol, hogy az X(z) ARMA jel valédi tort:

da
X(z) = AR) _ i , aholM < N.
B(Z) ib &i

Az algebra alaptétele szerint a nedreak M, a szamlalonak N szamu gyoke van, ezért fé{hat6 az
alabbi- un. gyoktényeds — alakban:
M

A _ 13

B(z) -
b Z- p
Ll
Egyszeres poélusok esetén X(z) parcialis tortekdigskeént is felirhato:

_A@) N
AR RTE P Y

X(2) =

, ahol a zk X(z) zérusai és;gk X(z) polusai.

, aholr, = red X(z} :M

=R B'(p)
Mivel a Z-transzformacio lineérisimelet, a fenti 6sszeg tagjainak kulon-kilon vehegi inverz Z-
transzformaltjat, és az igy kapott részsorozataketgen 6sszegezhetjik.

Ezeket a részsorozatokat a geometriai sorok dsszegpatkozo tétel segitségével hatarozzuk meg.
Tétel:

A > q" sor akkor és csak akkor konvergens|dha 1. Ekkor > q" = %
n=0 n=0 -q

Mert: ¢’+ g'+..+q"+..=S 1[G

g+ q+.+qd +.=0S=¢"+S=1+S>1=(1-09)3.
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(Ha az 6sszegzés= 1-t3l torténik: D" =——.)

q
1-q

n=1

Xn i-edik Osszetedjehez nézzik meg, hog&l{ i ,z0 R} =7
z- A

Im{z}

an
k / Re{z)

A megoldas két tartomanyban adhaté meg:
1. Ha|Z>| |, akkor

2 )=

z-p’

P
. * n ri n
pligz [l :r—izz-l{z(&j } [ hanso
PPl e 0, ham 0

2. Ha|Z <|p|, akkor

Zi <l

z-p’

:Zl (—r_'j E’L’
pi 1_£

P

z
b

<1 =(_r_i] yl{i(ijn}: [—%j ™", hans 0

P n=o\ P 0, ha > 0

Ha az origo koruli legbetskorhoz tartozo sorfejtést akarjuk meghatarozrikpaknindig a 2.
eredmeényt kell mindenre kiszamolni, ha pedig a legk&élkorhoz tartozot, akkor az éls Az 1. és 2.
tipusu sorfejtések kulonbékombinécidival valé 6sszegzéseével téteges gyiritartomanyban
meghatarozhat6 az inverz Z-transzformalt. igy az

N
_ I . . .
X, =Z 1{2 ' } sorozat rész exponencialis sorozatok 6sszegdb
= Z— p
i=1

Megjegyzés:
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Ha X(z)=Zx n}-nek p komplex pélusa, noha,xalés, akkor X(z)-nek is pélusa. (Mint latni
fogjuk, maskilonben nem lehetngwalds.) Ezért az ébbi parcialis tortekre bontaskor a
konjugalt-komplex polusokhoz tartozé tort parokeglytt vegylk az inverz Z-transzformaltjat.

Tétel:
Hared X2} =r, akkorreg X3} =r".
z=p z=p

A fenti tétel szerint ha X(z)-nek K szamu konjug@implex pélus parja van, akkor a parcialis
tortekre bontast az alabbi alakban adjuk meg:

N-2K K r. rr
X(z)=—A(Z)= > i +ZL Lo J
Bz = z-n =lz-p z-p
A méasodik dsszeg tagjait masodfoku parcialis tordknevezzik. Természetesen a masodfoku
parcidlis tortek sorfejtése is két tartomanybaresdlimeg. Példaul & >| p| tartomanyban:

* r. r.* n
z{ .t *],|z|>‘pj‘}: L f) v
bR 0, har 0

Ezt kozos neveire hozva és a p Z&f.(p = a8?) és r = be". (r = b jelolésekkel
tovabbirva (aj indexeket az egyszeseg kedvéért most ne irjuk ki),

(@ = rip " +r Ebtﬁp* )n _ ab@Y Y (& % + abTe V) Od Dei*
oW 3

=E N eind-o+y) Cine-o+y) | — n-1 _ R
- & [@e +é ) 2bal cos((n Do +y) ha n>0, egyébként 0.

Feladat:
Hatarozzuk meg a masodfoku parcidlis tort sorfétté$z| <| p].| gytiritartomanyban.

r. r
(2). =Z—1 J J . :?
. {z— p 2= p}]’ |Z|<|pj|}
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