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6. Jeldigitalizalas és jelrekonstrukcié: kvantalas, kodolas

6.3. Differencialis, prediktiv kvantélas, kodolas

6.3.1. A differencialis kvantalas alapelve

0 Oy
v @ ] Q¢
T

| |
& <n

ahol 2‘,1 a &, -nek valamilyen becslése, joslasa (predikcio).

On a kulonbsegi (predikcios hiba-) jel, Q pedig ehaddilonbsegi jelhez illesztett kvantalo,

melynek jel-zaj viszonya az@b pontok szerint optimalizalt SNRel-zaj viszony érték. A
kvantalt differencialis jel:

On =0n *é€n
ahol ¢, a kvantalasi hiba.

Az ered rendszer jel-zaj viszonyara irhatjuk:

2 2 2
SNR:E{“Z :E‘(“2 EJ’; =G, (BNR),
Eie;; B9, Bl

ahol G, az u. n.predikciés nyereseg
E{é?
G =Hﬂ
" Eo?

amely megmutatja, hogy a bejbjel teljesitményéhez képest mekkora a hibajetséinénye.
SNR, pedig a sémaQ-val jelolt kvantald jel-zaj viszonya. Az eredméeiat:

SNR= G [ SNR.

azaz a differencialis kvantalas elvét alkalmazwem differencialis kvantalashoz képest a
predikcids nyereséggel megndvelt jel-zaj viszormeérel.
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6.3.2. A lineéris predikcid

& -¢,

A predikcids nyereség maximalizalasahoz a= ¢, — 2‘n differencialis jelP; = E{

}
teljesitmeényét kell minimalizalni.

A Q‘n predikcié legyen a forras korabbi N mintajanakawailyen fliggvénye:

fn = S(fn—l)-'-ifn—N))

aholS egyN-ed foku predikcid.

A tovabbiakban linearis predikciéval fogunk fogla#i, a mikoré‘n = 5(5n—1’---me) lineéris
flggveény, azaz

$n= g tad, ot tayd, .

Az g i=1,2,...N egyutthatokat az N-ed foku predikcigyigthatoknak nevezzik.

Ekkor a linearis predikcié alapfeladata: hatarozmédg a predikcios egyttthatok azon értéket,
melyeknél a differencidlis jel teljesitménye minima
]

min E{ ¢ —En
L T
a=[a,,...,a] esﬁ:[gn_l,...,fw]
Ekkor a predikcios egyenlet vektoros formaban:

gn ngfn—l )

A tovabbiakban legyen:

A minimalizalando kifejezés:
A |2
elle &} =p sEle -2 a L s g e 2 g e 0T d)

Amibél az N véltozés kvadratikus alak:

re(1) r:(0) re(1) re(N-1)
P, =r, (O) -9 élT e (2) + élT r.«f. (1) rfl (O) e (N B 2) a,
re(N) re(N=1) re(N-2) r:(0)

ahol:
re(m) = E{&,¢ ...} az autokorrelacios fuggvény,

re(1)

r= re(2) és

re(N)
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rg(O) rf(]) rs(N _])

re(2) re(9) re(N -2

7o
I

r(N-1) r(N-2 ... (0
ami a folyamalN-ed rend autokorrelacidés matrixa (egyben Toeplitz matrix).
A minimum megkereséséhez a

gradoj =-2r+2Ra= 0

a

normal egyenletet kell megoldani. A megoldas:

aopt = _R_l r

megj: az inverz autokorrelaciés matrixot Levinsobdseerrel szamitjak.

A predikcios egyenleti lathatd, hogy a linearis predikcio egy hurokmerfidR s#irét
valésit meg, vagyis

¢

6.3.3. A predikcids nyereseég elvi hatara

Az N-ed foku predikcio optimalis egyutthatéira kip@

o = R Ty eredményiinket a

predikciés hiba teljesitményéndk =r,(0)-2a'r , +a

P5 Nmin — rc‘ (O) - LL B_NlL N
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és a predikcios nyereség értéke:

Lo
re (0) - LL Bl_\llL N

PN

Nyilvanvalo, hogy a predikcios nyereség az N fokszak monoton nem csokk@fiiggvenye,
igy létezik hatarértéke, melyre bebizonyithat6,yhog

) ] exr{é J'In(SE(f))dfj

— — -F/2
lim GP,N _GPmax - y ’ y{ - 1 F/2
Mo J = [se(f)df
F
-F/2

ahol ay, szam a stacionérforras spektralis lapossag mérteke, mel§{2
teljesitménysriség spektrum mértani kozepének és szamtani kozZepdmenyadosa.

Ennek belatasahoz tételezziink fel afy F/N szélessdgintervallumok felet§ konstans
értéki, lépcds Jf) spektrumot, (vagy ami ezzel ekvivalens, azgrddokat téglanydsszeggel
kozelitjuk):

: exp(:FLZm(s, )AfJ ] ex;{;zi“m(s,)j W

Ve 1 1 1 !
FZS'N WZ‘S' WZ‘S'

ezerty, <1.

Tehdt Gmax > 1 €s akkor 1, ha a forras fehér zaj. A fehéretagit nem predikalhato.

Egy jel annal hatdsosabban predikalhat, minélrddifenebb a teljesitménfEiség
spektruma.

Az is nyilvanvald, hogy a nulla savszélesséaraz vonalas spektrumu 6sszétperiodikus
komponenst jelent, mely nulla predikcids hibav&orestrualhat6. Ez azt jelenti, hogy a harmonikus
0sszetegk mintait nem kell kvantalni és atvinni a csatornanlekdéderben egy megféleh
bedllitott kezdértékekkel nikdds oszcillator tokéletesen rekonstrudijeet.
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6.3.4. A differencia képs és rekonstrualo linearis haldézatok

A differencialis kodolasnal a jel-zaj viszonynagradikcios nyereséggel megnévelt értékének
remélt realizaladsahoz vizsgaljunk meg néhany differakép# otletet.

Egyebre tegyik fel, hogy normal tizemmaddu, nagyon finararkaldkat hasznalunk, azaz most
eltekintiink a nemlinearis kvantalasi torzitastéladinearis modell keretein belil a kédolobeli
differencia képzeés és a hozzatartozo dekddolobktinstrukcidé néhany strukturalis lebstgét
vizsgaljuk meg. A vizsgalt struktirakban a H(zhszferfliggvéniy dobozok alatt mindig a
bemeneti mintak késleltetettjeinek valamilyen sabyib 6sszegét értjik (FIR &dKk).

1. Elérecsatolt differenciaképzés

1
1-H() 1-H(2)
—(}) > _.@ >
L H(z) j | H(z) J
all zero koder (MA) all pole dekoder (AR)

Megjegyzések:

* H(z) egyutthatéinak optimalis értéképaismert linearis predikcié feladatanak
6.2.2.-beli ,egyszé” megoldasa adja.

* A koédolo hurokmentes halézat, igy feltétel nélkiabil.

« A differencialis jelhurkon kiviil keletkezik.

» Arekurziv dekoder esetleges instabil pélusairt@meneti differencialis jelnek
zérusa van (a kédol6 miatt), igy az esetlegesliigtalus nem gerjesédik.

* Minél nagyobb predikciés nyereséget ériink el a laimin, azaz minél kisebb a
differencialis jel teljesitménye, annal inkalibljesitmeény-efsitokent” izemel a
dekaoder.

2. Hatracsatolt differenciakéfpz

1
1-H@) 1-H(z)

N

—® > () ——
_ I_ H(z) J L H(2) j

all zero decoder (MA)
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Megjegyzések:
» H(z) egyutthatoinak optimalis értékét egy nagyonymbult, nemlinearis
optimalizalasi feladat ,nem ismert” megoldasa adja.
» Arekurziv kddol6 stabilitAsat semmi sem garantalja
« Adifferencialis jel hurkon belll keletkezik.

3. Héatracsatolt differencia képzés linearis predilgbrr

1-H(z) 1
_,@ >
L H(z J
h@) (2)
Ekvivalens 1.-gyel (AR) dekoder
Megjegyzések:

* Ha H(z) ugyanaz az egys#dimearis prediktor, mint az élsesetben, akkor a kddol6
(és természetesen a dekddolo is) ekvivalens asetteg és igy megorokli annak
ismert és stabil tulajdonsagait.

» Ugyanakkor ez a kédolé rekurziv hdlozat, a differélis jel egy hurkon belil
keletkezik.

4. Tobbfokozatu differencia képzés

1
(L-H,@)1-H,(2) L+H,@)-H,(2)

(P > —> —>i :@ >
L Hl(z)j L Hz(z)j_ H2(2) J L Hi(z) J

Megjegyzések:
* Az egyes fokozatokra ugyanaz igaz, mint az 1. esetr
» Tobb fokozatu predikcio leh@té teszi a kulonbdrtipusu predikciok (példaul
kozeli mintédkon alapuld és tavoli mintdkon alapuddgtvalasztasat.
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5. To6bb hurku differencia képzés

H1(2) [+

Hz(Z) [—

Megjegyzések:
» A kbdolo és igy a dekddolé is ekvivalens azével
« Adifferencidlis jelek hurkokban kéfidnek, igy ezekre ugyanaz igaz, mint a 3.
esetre.

6.3.5. A differencia képzés és kvantalas

A tovabbiakban a differencidlis jel kvantalasaigyelembe vesszik, feltéve, hogy a
differencialis jelhez illesztett kvantalokat alkamunk, €s igy a normal tzemmaodu kvantalokat
linearis, additiv zajhelyettesiképiikkel vesszik figyelembe. Ebben az esetbebhdéendt ( az x
jel, és az e kvantalasi hibajel, zaj) és egy kinie(ez y rekonstrualt jel) linearis hal6zatokat
vizsgalhatunk, alkalmazva a szuperpozicio elvét.

1. Elérecsatolt linearis prediktor

E(2)

X(2) Y(z)

o+ n :@ >
L H(2) ) I— H(2) J

Az analizis eredménye:
Y(z) = X(z) +

1-H@) °@
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Megjegyzések:
* Nagy baj van: a rekonstrualt jelben a kvantalasala dekoder teljesitménysits

jellegi transzferfiggvényén keresztil, félgitve jelenik meg, igy nem realizalodik a
predikcids nyereség, értelmetlen a differencialiaritalas.

2. Héatracsatolt differenciaképz

E(2)
X(2) l v(z)

— P> —
- I_+H(z) J L H(z) i

Az analizis eredménye:

v

Y(z)= X(z) + E(2)
Megjegyzések:
* A kvantalasi hiba @sités nélkil keril a rekonstrualt kimenetre, rédiiaté lenne a

predikcids nyereség,
* ha atdbbi, az 86 pontban leirt nehézség nem allna fenn tovabbra is.

3. Linearis prediktor visszacsatolt valtozata

E(2)
X(2) l Y(2)

— O

v

@ >
»(+ L H(z) J

H(2)

Az analizis eredménye:
Y(z)= X(z) + E(2)

Oromteli felismerés:

» Sikertl realizalni a predikcios nyereséget a H(®aris prediktor felhasznaldsaval
stabil kodoloval, ha

» akvantélot a differenciakéfnurkon belil helyezziik el.

Ez a struktira a differencialis, prediktiv kodoklkpstruktiraja.
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A tobbfokozatu prediktiv kddolokat tobb hurkd, déacialis kodoldkkal valdsithatjuk meg:

__@_:(4_) » Q _.(.|.) J :@ J N
=d‘; Ha(2) L Hi(2)

Hz(Z) [—
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6.4. Részsavu, kodolas

6.4.1. A részsavu kbédolok felépitése, analizise

Az eddigiek soran az F orajelP atlagteljesitmériyé, stacioner forrast az F orajellel
mikodtetett R bites illesztett (optimalis) kvantalbkaeantaltuk:

&n x] Mn
— Q Csatorna Q" ——

Az illesztett kvantalas eredményeként a normigkddesi kvantaloban keletkéze =n — & zaj
teljesitményre irhatjuk, hogy

P.=c P 2%, ahol c eloszlas és kvantald tipus figgnstans,

tehat jel-zaj viszony:
SNRy =k 2R, k=1/c.

Az adott mirhséghez (jel-zaj viszony) sziikséges csatorna sapessé
lo = F.R (bit/sec).

A részsavu kodolas esetén a nagy F sebéggdpmenetet az analizisisé@bank N-darab
kisebb FF,i=1, 2, ... Nsebessié§, i=1,2,... N 0sszetékre bontja, melyek teljesitményei P
i=1,2,..N.&, részsavu osszeigket kulon-kulon, Fsebességgelifkodtetett Rbites illesztett
kvantalokkal kvantaljuk. A részsavu 6sszétekvantaldinak kimeneteit az MPX multiplexer
szervezi a digitalis csatornan atvihezimbolum sorozatta. A dekdéder a DMPX demultipiexle
kezdidik, a kissebességészsavu 6sszetd mintait az inverz kvantalok rekonstrualjak, maj
ered nagysebessédimenetet a szintézis@bbank allitja eb.

&an R; bites
X} Nin

— Qi +— " Q1 >

Ear R> bites D - Non
&n Analizis| — | Q2 -— M M 7 QZ Szintézig Mn
—p| SZiro- SZiro-

bank P |—|Csatorna— P bank — >
X X
&Nn RN T]
Nn
> QN > —> QN_l
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A részsavu Osszeték R teljesitményeire feltesszik, hogy

ugyanis at nem lapolddé részsavokbasgsektrumu stacioner folyamatok korrelalatlanokate
0sszeg négyzetes varhato értéke edgyamégyzetek varhato értekeinek 6sszegével. Hasempé@n
a részsavu kvantalas eéerhjteljesitménye egyehh rész kvantalok zajteljesitményinek
0sszegével:

Ps = z Ps,i
i=1
Tovabba a részsavu 6sszélevillesztett kvantélasainal keletkezajteljesitményre irhatjuk,
hogy
Pi=cR2%,

ahol c ugyanaz a konstans, amit az referenciainted nem részsavu illesztett kvantalonal
bevezettink.

A részsavu (SubBand) kédolas gfgel-zaj viszonya tehat

>P >R 27YR
che 2R

= k 1 — 1
Z P 2-2R Z P 2R

SNRg; = k2?® = GgSNR,

ahol
2R
2 Z P
i
az egyszeri illesztett kvantaléhoz képest elérg@sl nyereség, ami tehat a részsavu felbontds alta

|étrejott R teljesitmény eloszlastdl és a kvantalok bitszaalaR kiosztasatol flgg.

A szikséges csatorna sebesség:
lss = YRR, (bit/sec).

Ha egyenkoi részsavu felbontast végzink, akkpeRF/N, i=1, 2, ... N és ekkor az azonos
csatorna sebesseghez: & o ) szikséges bitkiosztasra adodik:

> R, =NR
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6.4.2. Az optimalis bitallok&cié

Ha a frekvencia tengely felett egyenkdzszsavu felbontas mellett déntiink, akkor martaalot
részsavu felbontas ljesitmény eloszlasa és a részsavu kodolastibat@nyereség mar csak a
kvantalok bitszamainak;Riosztasatol fugg.

A feladat tehat:
e adottR, i=1, 2, ... Nteljesitmény eloszlasu savfelids és
* adott 6sszbitszam melle} R, = NR
i

» keressuk a kvantalék azon; losztasat, melynél minimalis ez eéed
kvantalasi zaj teljesitmeény:.

erRr:m . Pusa feltéve hogyz R =NR

azaz

N
Ran!i_r_?RN;RZ’ZRi , Z‘Ri -NR=0

Tobbvaltozos fuggvenieltételes szégértékét keressik. A Lagrange multiplikdtoros médszer
szerint a feladatot visszavezetjik az alabbi (N#ljozos feltétel nélkili szél$erték keresésre:

min {ZPZZR'+A(ZRi—NRJ}=R£nInR #(R,.R,,..RyA)

RiR,...RyA

A differencialhat6 célfiggvény székrtékére irhatjuk: grad(Ry, ...Ry, \)=0, azaz

e {EN: P2 + ) (ZRi —NR)}=%(32‘2R)+A =—2I2P2® +1 ,i=1,2,..N

ahol In a természetes alapu logaritmus-tRifejezve:

R =Lidp + —|d(2'”2j i=1,2,.N
2 2

Ezeket 6sszegezve §Ri =  IMRételt felhasznalva:

ZR ——ZIdP N= |d(2';2j NR, melyts| —|d(2';2j —%ZIdF’i.Ezt R—be

visszahelyettesitve kapjuk:
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1 1 1 1
R ==IdP+R-—)» IdP =R+=| IdP ——1Id P

R, =R+11d—1 i=1,2,.N\

ZW’

Eredményiink szerint, tehat az optimalis bit kiosztZt jelenti, hogy az atlagos R bitszamnal
nagyobb Rbitszamot (azaz finomabb kvantalast) azon réskskvantalasara osztunk ki, melyek
P, teljesitménye nagyobb a részsavu felbontasnaltkegj@sitmény eloszlas mértani kzepénél,

azazP >/ |_| P . AKkis teljesitméniy részsavok az atlagnal kevesebb bitszamot kaprak, a
i

ezeket durvabban kvantaljuk.
Az optimalis bit kiosztasnal az egyes részsavoldadetkesd kvantalasi zajra kapjuk:

-1

P =cp2®= cP, 27% R =cC N/l_l P 27
N[l_lp. i

Tehat R i-t6l flUggetlen, a kvantalasi zaj teljesitményegyesleteszlasu a részsavokban.

A részsavu kbédolassal elerbetyereség:

1
SNR,,  Po _ cP2 =R N4

SNR, >P, Nc N/—n P 2™ N/—n P

Részsavu kodolassal tehat, annél nagyobb jel-gapry érhét el, minél jobban eltér a
részsavu osszetél teljesitményeinek mértani kozepe a szamtani kdkewaz minél
egyenbtlenebb a teljesitmény eloszlas. Az elééljet-zaj viszony javulasra kapott eredményink
Iényegében ugyan az mint a differencialis-prediktidoloknal megismert hatar.

Gge =
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6.5. Transzformacios, kédolas
6.5.1. A transzformaciés kddoldk felépitése, analée
A kodolo:
Q1
£ &n) n(n) 1 Qe *
— . sp = A —) MPX L—Csatorna
> QN
Blokk képzés Linearis Komponensenként
Soros- Transzformacié kvantélas
parhuzamos
atalakitas,
Framing
Dekddolo:
R -1
> Q1
» -1 H 1
" Q2 o |r() ¢(n) En
Csatornaj—| bmpx — B —l ps R
R -1
* Qn
Inverz Parhuzamos-

ahol:& (n) = [&n, &na, -

Envn]’ () =

transzformacié soros atalakito

A é(n) és
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6.5.2. Az optimalis transzformacids kédolas: KLT

Olyan transzformacios matrixot keresiink, amelyaaister folyamat korrelaf(n-i), i=0,1,
...(N-1) mintainak egyenletes energia-eloszlasiorékol egyenetlent allit &l

A stacionef, forras N hosszu blokkjainak autokorrelacios matax alabbi

R(O)R(1)...R(N -1)
Elem & (}=R, = R(0)... |

mely egy Toeplitz matrix, atléjaban a konstansgatéjesitménnyel.

A transzformdlt vektor autokorrelacié matrixa:

El7( @' (N} = E{AS F (WA} = AR A =R

Olyan transzformacios matrixot kerestink, amelyaaisher folyamat korrela#i(n-i), i=0,1,
...(N-1) mintainak egyenletes energia-eloszlastorakdl olyans;(n) vektort allit es, melynek

komponensei
» Kkorrelalatlanok, azaz aR matrix diagonal matrix (nulla varhat6 érteforrast
tételezzink fel) és

» teljesitményeinek eloszlasa a léhktgegyendtlenebb, azaz adott 6sszeg mellett
minimalis a szorzatuk, mert az optimalis bitallokamellett ekkor realizalhaté a
legnagyobb nyereség.

A feladat megoldasat&@ forras NxN-esR ‘ autokorrelacios matrixanak sajatvektorai €s
sajatértékei alapjan kapjuk meg:

Az R ‘ matrix d sajat értékei és a hozzajuk tartozéajat vektorai definicidja:

5& v,=dv, i=12,.N

ami masként is felirhato:
R.V=VD aholV=|v,v,,..v,] és D=diag(d, d,,.dy}

= =
A pozitiv definit R ‘ autokorrelaciés matrixra igaz, hogy sajatértékeipy szamok,
sajatvektorai ortogonalisak (és egyre normaltak)

V,'v,=d, azaz ¥t¥==| , azazl_l :!
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Az optimalis transzformécidés kédoldban alkalmazatmdidszformaciés matrix a stacioner
forrds autokorrelaciés matrixa sajatvektoraibol tnsimrokbdl allé matrix:

t
v,

t
v . g
=2 | illetve B=AT =V =[v,,v,,.v]
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:Vt:

Ezt a transzformaciét Karhunen-Loeve transzform@aidnevezzik.

6.5.3. Szuboptimalis transzformaciok

Transzformaciok:
* 4 pontos DWHT
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e 4 pontos DCT
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DCT-t haszndljak gyakran, ami visszavezethef T (FFT)-re. Az N-pontos, valés DCT

transzformacié N-pontos bemenetét kiegészithetiNip@ntos valds-paros bemenetté a komplex
2N-pontos FFT szamara, ekkor a kimenet 2N-ponttisyaaros lesz, melynek N-pontos része az
N-pontos valés DCT transzformacio kimenete.
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6.5.4. Képjelek transzformacioés kédolasa
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