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2. Diszkrét idej (i rendszerek

Definicid: Rendszeraz, amelynek van be- és kindggle, és a kimesjel a bemetjeltsl fiigg. A
rendszer a lehetséges beidjetek halmazanak leképezése a lehetséges Kiglek halmazéba. (Input-
output system).

Rendszer: {bemeneti jeltér} {kimeneti jeltér}

A tovabbiakban csak olyan rendszerekkel foglalkézamelyek bemenetén és kimenetén diszkrétiidej
jelek vannak (- diszkrét idej rendszerek), amelyek megadhatdk mind &z, ichind a frekvencia-, mind
az operatortartomanyban.

X4T
g 1 yﬂTg

& — RENDSZER — ¥ (f)
2

X(Z]) Y(Zz)

Definicio: A rendszeregyenletk a bemeneti és a kimeneti jelek koz6tt teremtémapksolatot Un.
rendszerjellemz fliggvények segitségével. A rendszeregyenletel ikndszerjellendik szintén
megadhatdk az &d, a frekvencia- és az operatortartomanyban:

R{Xmt1} = Yn12,
R{X(®} = Y(®);
RAX(z1)} = Y(z2).

A tovabbiakban rendszerek osztalyozasanak alalbidinyefontos szempontjat fogjuk attekinteni:

linearis o nemlinearis
memaoriamentes o memoarias
invarians o varians
valos - komplex
kauzalis o nem kauzalis
stabil o labilis
FIR o IR
linearis fazisu o nem linearis fazisu
ARMA o nem ARMA
minimal fazisu o nem minimal fazisu
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2.1 Linearitas

Definicid: Linearis arendszer, ha a rendszer altal megvalésitott leképezés hémég additiv,
masképpen, ha a rendszerleképzés a linearkombikégagssel felcseréltiet
Az idétartomanyban felirva:

R{ZAixﬁy}:ZAiR{xy}.

Megjegyzés:

A homogenitas azt jelenti, hogy aranyos a Ieképeﬁ’éﬂxm} = /]R{xm},
mig az additivitasR{x® +x@} =R{x®}+R{x®} (Szuperpozicio).

2.1.1 ldétartomanybeli leirds, rendszeregyenletek, rendszez|lemzk
Definicié: Egységsorozat

5 :{lham=0_” 5 {lham=m

m

0 ~
eltolt egységsorozat).
O0,ham # m, ( PSEd )

ill. =
Oham#0 Mo

Minden sorozat felirhaté eltolt egységsorozatokdikombinaciojaval:

X = Zx(n) [d,,., » ahol x(n) az x sorozat n-edik mintajanak szamértéke.

Jelbljuka sy -nel a rendszedn-n egységsorozatra adott valaszt, = R{Jm_n}.

Sn.n €gy kétdimenziods, kétiranyban végtelen szamsarozat

Az s, a legaltaldnosabb alakl rendszerjellépamellyel az idtartomanybeli rendszeregyenlet:

Yo =R} = Ys, X,

n=—o0

Linearis rendszerek esetén, tehat az 0sszeseaggdegsorozatra adott rendszervalaszok ismeretében
(Sm,n) barmely x bemenethez kiszamolhat6 a rendszer valasz, a kimgnsorozat.

A lineéris rendszereket azdihrtomanyban leird,s, kétdimenzios sorozatot a kétdimenzids sik integer
raszterpontjai feletti szamokkal szemléltethetgibemeneti sorozathoz rendelt index a vizszintes
irAnyban B, a kimeneti idindex a figgleges irany:
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Altalanos lineéaris rendszef,gdétartomanyi rendszerjellertie

Adott n értékhez tartoz6 abszcissza feletti filgges egyenes mentén elhelyezkedamok az m ordinata
fuggvényében egy egydimenzios sorozatot adnak, ensdyndszer kimeneti sorozata, ha a bemenetre az n
idéponthoz eltolt egységsorozatot adtuk.

2.1.2 Frekvenciatartomanybeli leiras, rendszeregydstiek, rendszerjellemzbk

Vegyuk a Fourier-transzformaltjat azdkkli rendszeregyenletnek:

Y, (f,) =F{y,} = iym [e2m" = i ismvn X, @™  amelyben

m=—o0 m=—co N=—0c0

X felirhatdé a Fourier-transzformaltjaval:

R ]
% =F R ()} =T, [ R (1)@, Ezzel
0

<) 0 Fl - . .
YFZ (f2) = z Z Sm,n D-l.[ XFl (fl)|]312mf1T1df1 —JZIITfZTZ

m=-o0 N=—0c0 0
Mivel a integralas és az 6sszegzes felcser&lhet
Fl co [ —
YF2 (fz) = le( Z Zsm’ne‘]ZN(‘nf1T1+mszz) jXFl(fl)dfl
0 \N=—00 m=-o

A fenti egyenletben a ()-ben I&¥liggvény (egy djeltdl eltekintve) az idtartomanybeli g , sorozat
ketdimenzids Fourier-transzformaltja.

Fm {Fn {Sm,n , f1}1 fz} = S(fl, fz) = i Z’O:Sm,n e—j2ﬂ(nflTl+mf2T2)

Nn=-c0 M=—co

gy > >s ek —g(—f f,), és a frekvenciatartomanybeli rendszeregyenlet:

Nn=-c0 M=—oco

~ A ~
Ye (F,) =T, Ej S(—f,,f,) X (f)df, | (@ami egy linearis integral transzformacio).
0
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Itt a rendszerjellenizfiiggveny aZS(f,,f,) kétdimenzids frekvenciaatviteli karakterisztika.

2.1.3 Operatortartomanybeli leiras, rendszeregyentek, rendszerjellem#k

Vegyuk a z-transzformaltjat azdleli rendszeregyenletnek:
Y(2,)=Z{ym 2} = D yn " = D Y s,n X, (", amelyben

Xn felirhaté a z-transzformaltjaval:

X, =2 {X(z)} = Zi,ﬂ X(z) (%™dz, . Ezzel

S S 1 n- -m
Y(2)= Y Y Su ngfxal)zi 'dz, 7

m=-c0 N=—00

Mivel a integralas és az 6sszegzés felcserglhet

Y(z,)= %ﬂ( PIDIIN=, Ezg”‘j 7 (X(z,)dz,

¢ \.Mm=-c0 N=-0c0

A fenti egyenletben a ()-ben I&¥liggvény kifejezhét az idstartomanybeli g, sorozat kétdimenziés z-
transzformaltjaval.

00

Z{Sm,n}= Zn{zm{sm,n ’Zl}’ZZ}z i Zsm,n Ij1_n QZ_m =S(21’ZZ)

m=—o0 N=—oo

gy > Y s.. & " =S7",2,), és az operatortartomanybeli rendszeregyenlet:

m=-oc0 N=—00

Y(zz):zirlj&a 7', 9X@)0Z d2.

Itt a rendszerjellentzfuggvény azS(z, ,z,) ketdimenzios atviteli figgvény.

Feladatok:

1. Definialjuk a diszkrét idéjrendszert az alabbi differenciaegyenlettel:
2Xn2t1 = W Lineéris-e a rendszer?

Megoldas: Ez nem lineéris rendszer, mert nem hom{giszeres gerjesztésre nem kétszeres
lesz a valasz). Ez abbdl is latszik, hogy O getgsse egy linearis rendszernek 0-at kellene adnia
a kimenetén, itt pedig allando6 0 helyett mindigt kapunk. A teljesség kedvéért mutassuk be,
hogy ez a rendszer nem is additiv:

R{xgl) +x(n2)} ;JtR{x(nl’} +R{xf3’} , ahol pl. .x®" =¢_ésx? =2e .
Ekkor
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2. Tekintsiik az alabbi linearis rendszegt=ynX,. Gondoljuk végig, hogy valéban lineéris-e! Hogy
néz ki az id-, a frekvencia- és az operatortartomanybeli remdgsgenlete?

3. Legyen a rendszer differenciaegyenigie= x .. Kérdés, linearis-e ez a rendszer. Ha igen, adjuk
meg a rendszerjelleriZliggvényeit az id-, a frekvencia- és az operatortartomanyban!

2.2 Memoriamentesség

Definicié az idtartomanybanMemaoriamentesa rendszer, ha a kimgel m-edik idspontban vett értéke
csak a bemenet m-edikdidontbeli értekét fligg:

y,, =R{x,,n=—-w. .o} =R{x, ,n=m}.

2.2.1 Linearis és memaoriamentes rendszerek (linedrimodulatorok)

Ha a rendszer linearis is, akkor ennek megielela kétdimenzids édartomanybeli rendszerjelleiz
fuggveny:

_ |9, ham=n
0, ham# n

m,n

= ym = ism,n D(n :gm D(m

Lineéaris és memadriamentes rendszerékadomanybeli rendszeregyenlete tehat:

Yn = ChlXp,

ahol a linearis rendszer kétdimenzigs, sendszerjellemiét egyértelnien meghatarozza a
memaoriamentességet leirpegydimenzios sorozat, aztdrtomanybeli egydimenzios rendszerjellémz
(felfoghat6 egy idben valtozo disitéesnek= a linearis memaoriamentes rendszer egy moduléator).

rendszer verzié: March 18, 2015
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A linearis rendszereken belil a memoriamentessédptartomanyi kétdimenzios rendszerjellgmek
az alabbi abréan lathat6 specialitasat jelenti:

Snn=0, hamnm

[
s

Lineéaris és memdriamentes rendszglidgétartomanyi rendszerjellenige

\ A=}

Mivel az idstartomanybeli szorzas a frekvencia- és az opeaitorhanyban konvollciénak felel meg,

¥(1)=F,[ 60) OX(f -¢) db = Gf)* X() |, G() = Agal, és

Y(2)= %}_§G(v) D((Ej widv |, G(2) =Zg.}.

2.3 id éinvariancia

Definicié az idtartomanybantnvarians (pontosabban tdnvarians; ideltolas invarians) a rendszer, ha
no-lal eltolt bemenetrag-lal eltolt valaszt ad, azaz ha

ym = R{xn}, akkor y, . = R{ x,_, } minden x, —re és p—ra.

2.3.1 Linearis, invarians rendszerek (linearis sfr 6k)

Legyen a rendszer linearis, és az egység soramddthvalasza, azaz az impulzus valasz sorozata
hm = Sno = A d(M-0)}. EKkor ha a rendszer invarians is, akkor

Smn= R{6m—n} = hmn.

Vagyis létezik egy egydimenzids h sorozat, amelgdginiien meghatarozza a lineéris, invarians
rendszert. Ezzel azdthrtomanybeli rendszeregyenlet:

rendszer verzié: March 18, 2015
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Y = ihm—n D(n =hm*xm

A hp, sorozatot a rendszer impulzusvalaszanak nevezzik.

A linearis rendszereken belll adidvarians tulajdonsag azdtartomanyi kétdimenzios
rendszerjellemének az aldbbi 4bran lathatd specialis savos jdljetgnti: az m=n atloval parhuzamos
egyenesek mentén azongsptértékek vannak:

Linearis és invarians rendszgr,glétartomanyi rendszerjellerie

Az idétartomanyi egyenletnek véve a Fourier- és a z-fanmaltjat, megkapjuk a frekvencia- és az
operatortartomanybeli rendszeregyenletet:

Y(f) = H(f) OX(f)

aholH(f) = Ahp} az un. frekvenciaatviteli karakterisztik&(f) = Axn}), és
Y(2) =H(2) X(2)

ahol H(z) =Z&h} az atviteli fuiggvény (X(z) =X n})-
A linearis invarians rendszerekitearis szirdknek nevezzik.

A H(f) komplex érték atviteli karakterisztikdhoz tobb valos ériiéiész-karakterisztika is rendeltieA
H(f)-et valos- és képzetes részre bontva

H(f) =R®+ 10,

kapjuk azR(f) valos részésl(f) képzetes rész karakterisztik&at.
A H(f) komplex érték fliggvényt a

H(f) - A(f)e—J¢(f) = g N-igl

exponencialis alakba irva kapjuk Ad) amplitudo-karakterisztikat , aza(f) logaritmikus abszolut érték-

rendszer verzié: March 18, 2015
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karakterisztikat és @(f) fazis-karakterisztikat.

Az A(f) amplitadé-karakterisztika és a hozzatartgif) fazis-karakterisztika tébbféle értelmezése is

hasznalatos:

» ValGs, ebjelesA(f) karakterisztika, a hozza tartozf(f)-ben nincsenekt értéki ugrasok.

* A(f) abszolut érték karakterisztikag(f)-bent értéki ugrasok 1épnek fel ott, ahol abjeles
amplitado ebjelet valtana.

» Belapoltg(f) fazis-karakterisztika, értéke csak 0 1t (2ragy t... H1) ko6zo6tt lehetségesniZrtéki
ugrasok vannak benne.

» Folytonos, nem korlatog(f) fazis-karakterisztika, értéke ugras mentesdm korlatlanul valtozik
(unwrap).

A folytonos és differencialhat6 faziskarakterikatalapjan értelmezhieafutasi idé karakterisztika:

r(f) = - 5400

2.3.2 Lineéaris memdriamentes és linearis, invariangendszerek viszonya

Csak egyféle olyan linearis rendszer van, amagyszerre memoriamentes €s invarians. Ez az aligndé
erésitéssel valo szorzas.

A linearis modulatorok és 8wk id6- és frekvencia tartomanybeli viselkedéseinek degiaasa az
alabbi tablazatban lathato:

linearis
modulator siro
idétartomany Yn = oh (X, Yn = hy« Dy
memaoriamentes invarians
frekvencia tartomany Y(f) = G(f) * X(f) Y(f) = H(f) . X(f)
invarians memariamentes

Az idétartomanybeli memaoriamentesség a frekvenciatartgbeaneltolas invarianciat jelent. Vagyis ha a
bemenetre eg)(f-fo) spektrumu jel keril, akkor a modulator kimenekésgektrumay(f—fo) lesz.

Az idétartomanybeli invariancia a frekvenciatartomanyb@moriamentességnek felel meg:

Y(f) = X(f) [H(f). Nem tevddnek at spektrum dsszetdwvmas frekvenciara; adott frekvencias kimeneti

rendszer verzié: March 18, 2015
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spektrum érték csak a bemenet ezen frekvencidseéitéligg.

2.4 Valos rendszerek

Definici6 az idtartomanybanYalds a rendszer, ha valés bemenetre valos vadszt

Valés lineéaris rendszer:

Az idétartomanyi g , rendszerjellemgzvalos kétdimenzios sorozat. A valds linearis readskH(f1,f,)
frekvencia tartomanyi és H(z,) operator tartomanyi rendszerjelleiveek tulajdonséagai a Fourier és a Z-
transzformacio valos jelekre vonatkozé tulajdong&iéklik (konjugalt komplex szimmetria).

2.5 Kauzalitas

Definicié az idtartomanybankKauzalis a rendszer, ha aedik kimeneti minta csak mn indexi
bemeneti mintaktdl fligg:

Yn = R{Xm, m =—c0...0}=. R{Xm, M< n}. (Vagyis a rendszer pillanatnyi valasza nengfagoemeneti jel
jovejétsl.)
Megjegyzés:
- Vegyuk észre, hogy minden memdriamentes rendsaerdks.
— A gyakorlatban csak kauzalis rendszer implemeataltPl. ha egy rendszer impulzusvalasza az
alabbi figgveény:
h

n

'ND
1

akkor mar az xsorozat bemenetre tételé®INy idével meg kellene jelennie a kimeneten a
valasznak. Ez csak ugy lehetne lehetséges, halaz@mjosolni tudna, és kitalalna, hogy a
felhasznélo, mikor és milyen jelet akar majglithh mulva a bemenetre tenni.

- A linearis, invaridns és kauzalis rendsxantizalis siérének is nevezzik a tovabbiakban ezek
tulajdonséagaival foglalkozunk.

Feladat:
Adott egy diszkrét idéj rendszer és a bemeneti soro¢@jspektruma, valamint a kimeneé(f)
spektrum az alabbi alakban:

rendszer verzié: March 18, 2015
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X®
£/2 £/2 f
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Y (f) = 0,20X(f —f,) + 10X( —f ,) + QEIXf F )
A kérdés az, hogy kauzdlis-e ez a rendszer?

Megoldas:
Y(f) = (0,2[&5(f —-f,)+16¢ —f ,)+ Q56 f 3))* X{) alakban irhat6 f6l. Ha a konvoltcio

elss tényesjét G(f)-fel jeldljik, akkor Y (f) = G(f) * X() . llyen alaku leirasa csak a lineéris
memaoriamentes rendszereknek van. A memoériamentdszerek halmazardl pedig tudjuk,
hogy trivialis részhalmaza a kauzalis rendszerdék&zanak.

2.5.1 Linearis, invarians és kauzalis rendszerekil@sa az id tartomanyban

Linearis rendszerek édartomanybeli rendszeregyenletét az kétdimenzios sorozattal irjuk le:
yn = an,m D(m
m=—oo

Ha a rendszer kauzalis, akk@rs= 0, ham > n.

Ha a rendszer invarians is, akkor agt&ttomanybeli rendszeregyenlet felirhat6é az egydaites
hn = 9 impulzusvalasz sorozattal:

yn = ihn—mD(m= ihm |:b(n—m = i hm |:b(n—m’
m=0

m=—o0 m=-o0

mert a kauzalitds miattj= 0, ha m < 0 (kauzalis rendszerek impulzusvalasa belép lehet).
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2.5.2 Val6s kauzalis dfr 6k a frekvencia tartomanyban

Mivel a kauzalitas a realizalhatosdg szempontjabglon fontos tulajdonsag, vizsgéljuk meg, hogyan
dontheb el egy adotH(f) komplex frekvenciaatviteli karakterisztikarblogy kauzalis rendszert ir-e le.

Tétel:
Legyen egy lineéris invarians és valos rendszerntexmatviteli karakterisztikgja valos és képzetes
rézsre felbontva:

Hyr () = Rir () +i T ).
A rendszer akkor kauzalis, ha
Ly (F) = —ctg(r F T)*Ry.(f) -
azaz a valos és képzetes részek nem flggetleképzates részt megkapjuk a valés rész és a

cotangens fuiggvény periodikus konvoluciojakénfrelavenciakarakterisztika valos és képzetes
része egymasnak Hilbert transzformaltja).

Bizonyitas:
Legyen a rendszer (valés) impulzusvalasz sordratmely felbonthaté egy paratlan és egy paros
részsorozat 6sszegere:

h,=h +h,
.1 .1
ahol h? ZE(h” +h.,) ésh] ZE(h” -h.).

Kauzalis rendszerek esetép:=h0, ha n <0, ezértl’ ésh’® kozott az alabbi 6sszefliggés all fenn:
ho = sign(n)df,,
-1, ha n<O0
ahol sign(n) =0, ha n=0
1, han>0
hy

“hr,.

n
e, / \ hS,

.'1TTIIIIITT1'. . IIIITTio
n ‘lllll n

A Fourier-transzformacié tulajdonsagai alapjan, ehly valés, R(f) = F{h®} és 1 (f) = F{h%
Figyelembe véve a‘hés a i} kdzotti kapcsolatot,

I(f) =F{sign(n)* R ¥
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A sign(n) Fourier-transzformaltjat a sign(t) folgtws idefi figgvény Fourier-transzformaltjanak 1/T
periodusu periodikus kiterjesztésével kapjuk. Ferdtianszformacios tablazatok alapjan:

sign(t) o % Ennek a periodikus kiterjeszteg&itg(rfT) (ez a ctg(x) fuggvény sorfejtése
J

alapjan lathaté be).

Megjegyzés:
A szignum és a hiperbola fuggvény koz6tti Fourranszformaciés kapcsolat van sz6 a kordbban
emlitett Hilbert-transzformacional is. Egy folytmx(t) figgvény Hilbert-transzformaltja:

y(t) = H{x(1)} = % * x(t) . Az igy kapott y(t) fliggvény spektrumé(f) = -jSign(HIX(F).

2.5.3 Kauzalitas s#rék transzfer figgvénye

Mivel kauzalis s#ré H(z) transzfer fliggvénye kauzalisimpulzus valasz sorozat Z-transzforméltja -
mely h, a negativ indexek felett azonos nullaval és 2} konvergencia tartomanyat kivéilkorlatozo
konvergencia sugar végtelen - ezért H(z ) konvesgretl legyen a z-sik végtelen tavoli pontjdban.zHa
c-ben H(z) nem analitikus, mert példaul polusa vianvagy nem korlatos az értéke, akkor a szobagofor
rendszer nem kauzalis.

Ha adott egy H(z) transzfer fuggvény, mint pl. adkdi példa szerintH(z) = z+1 , akkor

(z-2)[{z-05H
ezzel még nem definialtuk a rendszert egyérielm Ugyanis z-transzformalt csak egy kaigyfolott
analitikus figgvény lehet. A példa szerinti H(ziljge3 tartomanyban lehet analitikusjzl].< 05, IL

05<|4< 2,1l | |4>2|. Mivel a konvergencia korok kitikorlatja fugg a jelek miltbeli viselkedégkt

ezert kauzdlis rendszer esetén H(z) konvergend@manyanak a végtelent is tartalmaznia kell. Vagyi
példa szerinti 3 rendszer kodzil csak az a kaumgtidszer, amelyik a legnagyobb abszolut érfgduson
kivul analitikus (l11.)

2.6 Stabilitas

A stabilitds néqyféle definicidja:

(1) Egy rendszer akkor stabilis, ha korlatos bertrerrlatos valaszt ad (BIBO stabilitas, Bounded
Input, Bounded Output):

halx,| < K, < (On-re) - [Ky: y,|<K, <.

(2) Egylineéris ésinvariansrendszer stabilis, ha impulzusvélasz sorozataohltsisszegezhét
Ylh|=A<w.
n=-o0

(3) Stabil az a rendszer, amely véges energiajlebetre véges energiaju jellel valaszol:

ha i|xn|2 = E, <oo(0N-re) - i|yn|2 =E, <o,

n=-—co n=—co
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(4) Egylineéris, invariansrendszer stabil, az impulzusvalasz sorozata néggee 0sszegeziéet

00

Z|hn|2 = Eh <.

n=-oco

Megjegyzések:

— Az l-es és a 2-es definicio linearis és invari@énsiszereknél ekvivalens egymassal. Ugyanis
minden korlatos sorozat majoralhato egy konstarazsattal, x = d1 [n-re, ¢IR. Ekkor

Yn = X* hn = CDihan , amely akkor korlatos, h§|hm| <A<,

m=—c m=-co

- Az els két definicio szerinti stabilitast A tipusu stédgnak nevezzik, és a gyakorlatban ha
stabilitasrol beszéliink, akkor erre kell gondolni.

— A 3. és a 4. definicio szerinti stabilitast B SpustabilitAsnak nevezzik. Ez egy enyhébb
megszoritast jelent a rendszerre nézve. Az A tigtedtil rendszerek halmaza részhalmaza a B
tipusu stabil rendszerek halmazanak.

- Véges afsitési memadria mentes rendszerek mindig stabilak, a tftniciok barmelyikének
értelmében.

— Nem lineéris vagy nem invarians rendszerek stabdival a tovabbiakban nem foglalkozunk.

— Tovéabbi pontok lineéaris §rok stabilitAsanak frekvencia és operator tartorbalikérdéseivel
foglalkoznak.

2.6.1 Stabilitds a z-tartomanyban

A H(2) = ) h, & (zOR) atviteli figgvénnyel leirhat6 rendszer akkobﬂténa{z,|z| :J} 0O R, vagyis

H(z) analitikus az egységsugaru kor felett (H(z)\kargenciatartomanya tartalmazza az egységsugaru
kort).

Ha rendszer kauzdlis, azaz R egy origo koruli kdigtili tartomany, akkor H(z)-nek az egységkoron
kivll nem lehet szingularitasa. Maskulonben a Hggkuls konvergenciagyrijje nem tartalmazna az
egységkort.

2.6.2 Stabilitas a frekvenciatartomanyban

A H(f) frekvenciaatviteli fliggvényt Ggy kapjuk, hoggssziik a H(zy = €™ egységkorre vonatkozd
kontarflggvényét. Mivel a rendszert akkor tekintgifbilnak, ha H(z) analitikus az egységkor folott,
eblsl az kovetkezik, hogy & (f) =H(z=e"™) fuggvény folytonos és differencialhat6 minden f

frekvencian.
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Megjegyzés:
Az idedlis alulateresétszir6 nem stabil rendszer, me(f) abszolut értéke nem folytones nem
differencialhato.

|E(D)|

2.7 FIR rendszer

Definicidk az idtartomanyban:

FIR (Finite Impulse Response; azaz véges impulzusza)a rendszer, ha véges tartdju bemenetre véges
tartoju valaszt ad. Ha a rendszer nem FIR akkofIhRnite Impulse Response).

A linearis rendszer FIRha s, kétdimenzids rendszerjelledjgnek minden oszlopaban véges sok nem
nulla van, azaz ha minden eltolt egységsorozawé adlasza véges tartoju.

A linearis, invarians rendszer Fiendszer (FIR $z6) , ha ad, egység sorozatra adottValasz sorozata
véges tartju (véges sok tagja nem nulla).

2.7.1 Lineéris, invarians FIR rendszer transzfer figgvenye

A linearis, invarians, FIR rendszeyimpulzus valasz sorozata véges tartoju, tehagasséok nem nulla
elem kdzt van legkisebb (m) és legnagyobb (M) iticdéahat a H(z) transzfer fliggvénye véges tagu
dsszeq, ilyen értelemben z-nek véges tagu Lapadimomja (negativ és pozitiv hatvanyok is
eléfordulhatnak), mely z megfetehatvanyaval valé szorzas erejéig mindig atirhatagy z* (M-m)-ed
foku polinomjava:

M M-m
Hiz)=> hz'=z" > h 72" =z" Yo z"=2z" a(z?), o, =h,,,i=0..(M-m)
i=m i=0 i

M . N
H(z)=Zhiz‘i =z" > hyz=z" > az=z"A@), a=hy,;,i=0.(M-m)

ahol tehati( ) és A() (M-m)-ed foku polinomok, melyek egytdthi a i sorozat ellentétes iranyu
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felsoroltjaival egyeznek meg:

o« =a,, . ,i=0..(M-m)

és melyek gyokei egymasnak inverzei.

Tehat FIR sitré6 H(z) transzferfliggvényét (origdbeli M darab p&lesetleg zérus, ha az M maximalis
nem nulla id-index negativ volt) erejéig nem egyértékn) mindig meghatarozza az (M-m)-ed foku
A(z) polinom, illetve ennek a z sikon talalhaté (W)-darab gytke, azaz a FIRisZ nem trivialis (nem

origo-beli)zérusa.

2.7.2 Kauzalis FIR s#tiré

A kauzalitasbol kovetkezik, hogy lineéris és ingarrendszer (86) h, impulzus valasz sorozatanak nem
lehet negativ indéknem nulla tagja. Tehat a legkisebb nem negatindexre irhatjuk:m=0.

Az altalanossag megszoritasa nélkil a tovabbiakharalis FIR sirére feltételezzik, hogy m = 0. (Ha
szikséges nulla értékekkel &ibthetjuk a nem nullaertékek intervallumat.) Tehat kauzalisisire:

H(z)= %hiz‘i = %ai Z'=a@z")=z" iidl az=z"A@)

aholai=h, a=hui,i=0.. M
tovabbéo( ) és A( ) M-ed fokd polinomok.

2.7.3 Szimmetrikus FIR s1ré

Ha az ebz6 pont kauzalis d#6jére igaz, hogy

a(z) =A(z),azaz; = q,i=0..M

akkor ebldl lenyeges kdvetkezmények adddnak.

Egyrészt ez afimpulzus vélasznak a kdzepére szimmetrikus tutegédgat jelenti:
h=hui,i=0..M

masrészt ez igaz &€ ) és A() polinomok egyutthatoira is:

Qi =0Omi, @a=ami, 1I=0..M

tovabba igaz, hogy

AZY =M A@2),

amibyl kovetkezik, hogy ha q gyoke A(z)-nek akkor 1/qjgke, tovabba valés egyiitthatok esetén is/q
gyoke. (* a konjugalast jelenti)

A fenti tulajdonsag mellett az is igaz, hogy aeiyFIR rendszer fazis karakterisztikaja a frekvémak
lineéris figgvenye. Ennek belatasara az ARMA readszismertetése utan kerdl sor.
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2.8 Az ARMA rendszer

2.8.1 Definicid, polinomok, egyitthatok, zérusok, @usok

Definici6é (az operator tartomanyban):
Az ARMA (auto-regressive, moving-average) rendszer olyaaltis és invarians rendszer,
amelynek H(z) atviteli flggvénye raciondlis tortfygny, azaz véges tagbadl allé Laurent polinomok
(altaldban a z valtozo pozitiv és negativ Kijévtagjai is lehetnek).

Az ARMA rendszer szamlal6 polinomjanak egyttthiahdA egyttthatoknak, a nevépolinom
egyitthatoit AR egyutthatoknak nevezziik.

Az ilyen tortfliggvényeket sokféle alakban fel lefrat, attdl figden, hogy a szamlalé vagy nevanely
tagjara vonatkozéan normalizalunk (mely taggal yvegyUtthatoval oszjuk a szamlalot és névez

Ha az altalanos alaku racionalis tort szamlalGgatevesdjét végig osztjuk a nevédegnagyobb kitedji
tagjaval és a szamlalébal kiemeljiik annak legnalgywdivanyat, akkor kapjuk az alabbt szerint
kanonikus alakot, ahol a nevdzen és a szamlaléban

z* szerintia(z %) ésp(z %) polinomjait kapjuk:

M . M-m .
Yozt z™ Y ez
—_ =0

i=m

B(z™) ZN:BiZ—i 8 Biz—i ’

i=0 i=0

_z"a(@?) _

H(2) Bo=1, N=20, M=m.

ahol N a neveazfokszama, m ill. M pedigZ —nek szamlalébeli legkisebb ill. legnagyobbfetdul
fokszamai.

H(z) masik szokasos alakjat ugy kapjuk meg, hogyrtat a neve legkisebb kitegji tagjara normaljuk

((Bn.Z" )-nel végig osztjuk a szamlalét és nestezEkkor a neveit és szamlaléjat z nem negativ
hatvanyai szerinti polinomokkal irhatjuk fel:

Mmoo
A 237

H(z)—zNM—B(Z): MM N2O, M2m
(Z) bZi

ahol b =Bni/PBn,i=0..N ésja=oni/PBn,i= 0..(M-m).

Kauzalis ARMA s#rg:

Mint korabban lattuk, kauzdlis & impulzus valasz sorozata bedégprozat, ezért H(z)
transzferfliggvényének konvergencia tartomanyaltasizza a z sik végtelen tavoli pontjat, azaz
analitikus z =0 -ben. Tortfiggvény ott nem analitikus, ahol péluaa, ott nem korlatos. z = -ben egy
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polinom dominans része (aszimptotaja) a legnagyiblioji tagja, racionalis tort aszimptotaja a
szamlalo és a nevétegnagyobb kite§j tagjainak hanyadosa.

Tehat kauzélis ARMA rendszer szamlaloja nem lelagiyabb fokszamu (z-ben), mint a ne$jez H(z)
mindkét kordbbi alakjaban ez azt jelenti, hogy @ Az altalanossadg megszoritasa nélkil a tovabhiak
kauzélis ARMA strére feltételezzik, hogy m = 0. (Ha szikséges nutizkékkel kildvithetjik a
szamlalé nem nulla értékagjainak intervallumat.) Tehat kauzalis ARMAig#e a transzfer figgvény
lehetséges alakjai:

_ oz _
(2)=— =10 . Bo=1, N,M=20.
B(Z ) ZBiZ—i
és
iajzJ
H(z) =z"" A(z)- N-M- =0 . N, M=0,

ahol b:BN_i/BN,i:O...N ésia=0(N_i/[3N,i= 0..M.

Az M-ed foka A(z) polinomnak illetve az N-ed folB(z) polinomnak az algebra alaptétele értelmében a
komplex sikon van M illetve N gydke, melyek a H@nszfer fliggvénynek az agyutthatéitol (moving
average; mozgo atlagu egyutthatok) f6igy zérusai illetve a jbegyutthatoitdl (autoregressziv
egyitthatok) fugd p poélusai. Kauzélis ARMA drének mindig van annyi (az egyutthatdk értéileit

nem flgg) zérusa vagy polusa az origdban, hogy a pélusekz&susok szama vegul megegyezzen.

Az ARMA rendszer fokszama: malv{;N}.

Az ARMA rendszernek a nem origébeli gyokeit, mé&lgepolinom egyutthatdktol figgnek, nem trividlis
gyokoknek nevezzik. A polinom egyutthatoktdl nemdi) pusztan a polinom fokszamok
altalmeghatérozott szamu és tipusu (zérus vagypghokok mindig az origbban vannak, ezeket trigial
gyokdknek nevezzik.

Az A(z) és B(z) polinom, gyotkei alapjan felirhaorzat alakban is, igy kapjuk az ARMA rendszer
atviteli fliggvényének polus-zérus alakjat:

i (z-q)

qja—mf

H(Z) =z\'M ﬂ =zZ\'M a_M
B(2) by

A z* fiiggvényében felirt gyoktényéz alak:
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M

(1_qi Q_1)

_az?) _

H(z) < =0 :j .
B(Z ) I—J (1_ pj |1_1)

Megjegyzés:
— Egy ARMA rendszert a pélusai és a zérusai (egptanssal vald szorzastol eltekintve)
egyertelnien meghatarozzak. Ezek alapjan, az ARMA rendszepgites-zérus modelleknek is
nevezik.
- Egy ARMA rendszer akkor valos, ha az egyutthatdidlosak= gyokei valdsak vagy konjugalt-
komplex parok.

2.8.2 AR rendszer, all-pole modell

Azokat az ARMA rendszereket, amelyek H(z) tortfUégyének szamlaldja nulladfokd AR (auto-
regressive) vagy all-pole rendszereknek nevezziilcggnek nem trivialis zérusai:

AZD) _ GY _ 3, (7"
B(z") 1+b ['+.+Q 0Z" 2zV+Qh " +..40

H(2) =

= Az origéban van egy N-szeres zérus.

Ha H(z) kauzalis, stabil ARMA rendszert ir le, akdlusainak az egységkoron beldl kell
elhelyezkednie.

Az kauzdlis AR rendszer impulzusvalasza:
h,=Z{H 2, |2>max pf} (n-k a rendszer pélusai), amely meghatarozhaté H@kers sorrendbe
rendezett polinom osztasaval H(z) =ap - aoB; @ + ... ...

Az ilyen tipusu polinom osztasnak sosincs végetelég sort kapunk, tehat az AR rendszer
impulzusvalasza végtelen tartoju (infinite impulesponse), ezért az AR rendszereket IR (nem véges
impulzusvalaszl) rendszerek.

2.8.3 MA rendszer, all-zero modell (FIR)

A
B

Az ARMA rendszerek masik nevezetes osztalya, amakid(z) ) rendszerjellemza 7*
z

valtozénak polinomja.

M -1
H@ =A(ZY) = g + a07+.+ g 02 =2 * aﬁ“ .t g,

Csak nem trivialis zérusai vannak,polusai mind ggoban vannak. Az ilyen kauzalis ARMA
rendszereket MA vagy all-zero rendszereknek nevezzu

Az MA rendszer impulzusvalasza:

rendszer verzié: March 18, 2015



Rendszerek 20/33

h,=Z{H2, |2>q . Mivel H(2) = g, + a 0Z'+...+ g, 0Z" sorfejtés véges, ezértis véges tart6jl

lesz - | h, =a, | (finite impulse response), ezért az MA rendszdrEke rendszereknek is nevezzuk.

2.8.4 ARMA s4ir 6 idétartomanyi rendszer egyenlete

Az el6z6 pontban adott z-tartomanyi definicié és a racigrtéit alapjan irhatjuk:

o, z”
H(z) = ;8 = . Bo=1 N20, M>m.
> Bz

azaz

ZN:Biz“Y(z):iaiz“X(z) , Bo=1, N=0, M=m.

i=0

Inverz z-transzformacié utan kapjuk:
N M
SBYas =D X, . Bo=1, N20, M=m.
i=0 i=m

Tehat az idtartomanybeli lehetséges definicio: ARMA rendszermaelyre a bemeneti sorozat
eltoltjainak MA egyutthatokkal vett linearkombingja egyend a kimeneti sorozat AR egyutthatokkal
vett linedrkombinaciojaval.

A fenti altalanos idtartomanyi rendszer egyenlet mindig atirhat6 akalekurziv egyenletbe:
M N
yn :Zaixn—i _ZBiyn—i ' NZ O’ M = m.
i=m i=1

A mindenkori kimeneti minta egyehh bemeneti mintak MA egyutthatdk szerinti és @kbr kimeneti
mintak AR egyutthatok szerinti linearkombinécidjava
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2.8.5 Az ARMA rendszer polus-zérus elrendezése @nplitudo- és faziskarakterisztikgja kozotti
kapcsolat

A komplexH(f) atviteli frekvencia karakterisztika és az aimuo- és a faziskarakterisztikak kozti
kapcsolat:

H(f) = A(f) &*©
azaz
A(f) =|H(f)| ésd(f) =ardH()).

Induljunk ki H(z) gyoktényeds alakjabdl, majd a frekvencia fliggvényre valoragaéel hasznaljuk a

z = €™ helyettesitést:
. —|H(5 = &277 ) = gi2N-myTe Bm (ejzn‘T _ql)l:ﬁézm- ‘qz)D--[ﬁéMT ‘qm)|
Af) ‘H(Z e 1 e Hf(ejZn‘T _pl)[Qé'anT _pZ)D"[Qé'Zn‘T -py )|

bN
Mivel egy szorzat abszolut értéke egyealtényeék abszolut értékének szorzataval,
[%ejzzﬂ _q1| I:|y’2nfT _q2| D“[I:ejzzﬂ _qM|
ejanT _p1| [ijzzﬂ _p2| D”[Iy'zzﬂ _pN| !

azaz, az abszolut értek karakterisztika a gyokiikyez tartozo frekvenciafiggéenyesdk szorzata,
hanyadosa.

a,|
by |

Nn:w&:ﬁm)%

joreT

Egy gyokténye& abszolut értéke az egységkor f frekvenci&é €
tavolsag lesz:

) pontja és a gyoktenyéxozotti

Im{z}

)

Ezzel a rendszer erédbszolut érték karakterisztika értékét egy f feraian agy kapjuk, hogy a
szamlaloban l&vgyokténye#k abszolut értekének szorzatat, azaz a zérusoklmttrszakaszok
hosszanak szorzatat elosztjuk a nében 16 gyoktényesdinek abszolut értékeinek szorzataval, azaz a
polusokhoz huzott szakaszok hosszainak szorzataval.
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« HaH(2) =z"" a—Mﬂ, akkor
by B(2)

P(f) = arc(H (z =?M )) = arc(z—M) — 2 (N-M)Tf + arc(A(z =2 ))— ar({B(z = ))

A szamlalo szoge a szamlalbband@yoktényedk szogének dsszege, mig a névezdge neveiben
lévé gyoktényedk szogének dsszege lesz:

P(f) = arc(Z—M) -2t (N-M)Tf + iar({eiz’” -q, )— iar({eiz’” -p, )

Egy gyoktényed szoge az adott gyoktényidsl hiizott az egységkor f frekvenciaja € €™ ) pontjan
athalado félegyenes és az abszcissza altal beb@rt s

Im{z}

Megjegyzés:
Azokat a rendszereket, amelyeknél a Bl(@zamlaléja 0-adfoku, vagyis
-1
H(2) = AZ7) = % AR (auto-regressive) rendszereknek nevezzik.

B(z') 1+bz'+.+Q z"’
Azokat, amelyeknek a neuge 0-adfoki MA (moving-average) rendszereknek hivju

A(z™)

H(2) = B =a,+a,Z'+.+3, Z".

2.8.6 Nevezetes alappélddk ARMA rendszerekre

Példaként az eddigi meggondolasok alapjan végezizatdhany egyszérde nevezetes alapeset
analizisét.
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Comb Filter
Legyen a mindenkori kimenet az aktualis bemeneizéds mintaval korabbi bemenet kilonbsége:

yn = Xn _Xn—N
A nyilvanvaloan lineéris és invarians ARMA és FEhdszer transzfer fliggvenye:
Hz) =1-2".

Legyen N=8, és rajzoljuk fel H(z) pOlus-zérus etterését! A rendszernek csak nemtrivialis zérusai
vannak, melyek az N-ed refndgységgyokok.

Ennek alapjan lathatjuk, hogy az amplitadé karagréikanak is zérusai lesznek
f, =i E,i =0...(N-1) frekvenciaknal, tovabba a pdlus-zérus elrendez6¥8@Iforgatas

szimmetrigjabol lathato, hogy a frekvencia karakiikak F-N szerint periodikusak lesznek.

polus-zerus abra

1 O
- o ©
5 05! / N o
o / \ 3
> ’ 8 \ =
A e e -
57 \ / cs
®© \ / [%)]
g -05;¢ N / Qo
= o} Jo) ©

-1 ‘ o ‘

1 05 0 05 1
Real Part
100
S o |
% ERRY
= = -4E= R
g N e R R
= 5 10
o —4--d--
107

A faziskarakterisztika egyrészt linearis, masrésegjelennek a értéki ugrasok, melyek a valos
amplitado null-helyeinél tapasztalhat@jelvaltozasoknak felelnek meg.

Mivel az amplitido karakterisztika "féslakd” az ilyen tipusu g6t fédiszirének vagy comb
filternek nevezzuk.
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Blokkos éatlagolés:
Legyen az mindenkori kimenet az utols6 N darab lmatieninta atlaga:

1
yn _N(Xn ++Xn—1 +Xn—2 "'+Xn—(N-1))

A nyilvanvaldan lineéris és invarians ARMA és Fihdszer transzfer fliggvénye:

=z

1 . 11-zNM
H(2)==) z' == )
(2 NZ N 1-z7

I
o

A gyokoket tekintve latjuk, hogy az N-ed rénelgységgyokok kozil a z=1 kiesik, tehat marad a
tobbi N-1 egységgyok, melyekhez tartoz6 amplitiddakterisztikanak, :iE,i =1...(N-1)
frekvenciaknal zérusa van, es f=0-ban van maximum.

polus-zerus abra

1 o 1 |
- o © 0.8} b . ]
g 057 /) N ] .8 ' |
o / \\ =} !
> ! 7 | Z2 06F---------- Aaiaieiaeiettl
e s S |
g \\ // (] 0.4Fr-tb--------+ : ***********
e 05} \ /// ;8 \
= ®. o ® 0.2F-4A------- T a st
-1 ‘ ‘\\—Q///‘ ‘ 1 0 |
-1 05 0 05 1 0 0.5 1
Real Part
200
100 o
9 2
2 0 g
N a
1100 Fi

-200
0
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Exponencialis atlagoléas:
Az x; mintak w sulyokkal vett sulyozott atlaga az alabbit jelenti

Z W, X,
atlag z W

Ha a stlyok egy w alapiw= W hatvanyai szerint i= Ox. adottak, akkor exponencialis atlagolasrol
beszéllnk, ha a kimeneti minta a korabbi bemenigtiak exponencialisan sulyozott atlaga, akkor a
rendszer differencia egyenlete:

X

1 1 &
=—-(X +WX +WX S
Yo =T X W;

sz

(IR). Ez a non-rekurziv differencia egyenlet nyilwaldéan atlrhato az alabb| rekurziv alakba:
yn = (1_W) Xn tw yn—l
A differencia egyenletet Z-transzformalva és H(z{z)¥X(z) —re megoldva kapjuk az exponencialis

atlagolo transzferfiggveényét:
1

H@)= (1-W)—

Az exponencidlis atlagolas, tehat egy polust jetent —nél. Az amplitido karakterisztika
nyilvanvaléan monoton csokken (&isku alulateres#t IR sZir6), maximumaH(f=0)=1 és
minimumaH (f=F/2)=(1-w)/2.

polus-zerus abra
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Integralas:
Utmutatas: A diszkrét idéjintegralas (akkumulalas) az exponencialis atlayek w=1 -nél vett
specialis esete (Z=1 nél, azaz f=0 —nal polusasdutszi jelleq).

Differencia keépzés:
Utmutatas: A ,comb filter” N=1 —re vett specidlisete (Z=1 nél, azaz f=0 —nal zérus, felllateteszt

jelleg).

Egyéb példak
1. Vazoljuk fel aH(2z) = 1—1[_1 |aj <1 atviteli figgvénnyel megadott rendszer amplitido
-alz

karakterisztikajat
a, a>0eés
b,a< 0 esetén!

Megoldas:
a, Az amplitudé karakterisztika alul-ateréspllegi lesz:

I
m;Ez} | A(D)
1-a
/ %f_o 1 \
ff\ y Re{z} it+a|
£ £

[

2
b, Az amplitudé karakterisztika felll-ateresmllegi lesz:
Im{z} 1 A
f 1+a]|
% a Re{z} I-al
£ ff
2

1

2. Milyen aH(2) = (1—aDz‘1)Eﬁl— 5 07

) , |al <1 atviteli fiiggvényi rendszer amplittidé

karakterisztikaja?

Megoldas:
Az amplitddo karakterisztika savaterdspllegi lesz,
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2

Rendszerek
Im{z} A(D
f,
f
i
Eky Re{z} . .
: s

a*
j2rT

f,

2|

C

a=r1e
Ugyanis § frekvencia kornyékén azpdlushoz tartozo gyoktény@abszolat értéke jeletgen

lecsdkken, mig aa -hoz tartozé gyoktényézabszolit értéke alig valtozik.

3. Hogy néz ki aH(z) = (1— aDz‘l) [Ql— a Dz‘l) MA rendszer amplitido karakterisztikaja?

Megoldas:
Az amplitddo karakterisztika savzaro (lyuksd) jellegi lesz:

Im{z}

f,
f

a f=0

—

-
NE%

J Re{z}

a=re/7T

AD

o

(Y
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2.8.7 ARMA rendszerek gyokinverzidra vonatkozo invdanciaja

Tétel:
Az ARMA rendszerek amplitadd karakterisztikaja @kjnverziora invarians (egy konstans
szorzotol eltekintve).
Ez azt jelenti, hogy nem valtozik az amplitudé kieasztika alakja, ha akar a pélusokat, akar a
zérusokat invertaljuk.

A z; gyok inverze alatt a— -ot értjik:

Im{z}

1/z3
Iy
\ J Re{z}

Bizonyitas:
A bizonyitast végezzik ugy, hogy az ereda(zitnek egy zérusat kicseréljik az inverzével:
0a@) _(z=)la@ o @V EQ
B(2) B(2) i B(2)
Ekkor azt kell belatnunk, hogy

H.(2) =

? .
H,(z=¢e?") = KI[H,(z= €*™)|, vagyis behelyettesitve
1 2

‘ (z=e?) ? | 1| la'(z=e”"
|e12nfT _ Zi| a'(z ejzm )=k @‘@lzm -= ( o ) , majd egyszdisitve és atrendezve
B(z=e?") z | [B(z=€e"")
e _ 7| 7
| =K, aholK konstans.
, 1
e’ —*‘
Zi
Iz}
Im{z}
1/
ﬁ 2 [1/z;—e ]
R g i
zi=1 o Z:e_jznfT
[ 5 Ltk x
Zi_ejznfT‘ Re{z}

irjuk fol a koszinusz-tételt az O-(1{gz haromszogre:
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2
:(?1) +(1)2—2%ELE:osa /mz
2

1
z

g2t —i* 2 =1+r%-2 [tosu,
Zi

2

majd az O-gz haromszogre:

|e"2”fT - ;|2 =1’ +1-2r[tos .
Az eldbbi két egyenletdi
e” - 7 L o ,
——— =r =K. Tehét a két abszolut érték hanyadosa valobart&uss)
g _1‘
Zi
Feladat:

Tekintslik az alabbi polus-zérus elrendezésselid#flabilis ARMA rendszert. Mit kell tenni
ahhoz, hogy stabil legyen, de amplitudo karaktékiga ne valtozzon?
Im{z}

o X o
[
o
\y Re{z}
°© X 0

Megoldas:
Az egységkoron kivil éspolusokat tikrozzik az egységkorre. Ezzel az lilsggokoket
lecseréltik stabilakka, és a gyokinverzidra vonadkigtel alapjan az amplitido karakterisztika
nem valtozik meg. (Viszont a faziskarakterisztigar! Egy rendszer stabilitasat tehat nem az
amplitddo-, hanem a faziskarakterisztika hataroneg.)

2.8.8 Minimal-fazisu ARMA rendszer

Legyen egy H(z) atviteli figgvénnyel megadott Naddf stabil ARMA rendszer amplitadé
karakterisztikgjaA(f). Kérdés, hany olyan kilénbézstabil ARMA rendszert lehet megadni maximalisan,
amelyeknek ugyanaz #%f) az amplitido karakterisztikaja.

Mivel egy ARMA rendszer fokszdma a nedegs a szamlalépolinom fokszama kozul a nagyoldzikrt

egy N-edfokd rendszernek maximum N zérusa leheteMi zérusok nincsenek hatassal a stabilitasaa és
gyokinverziéra az amplitédé karakterisztika invaggezért az N db. zéruson télseges kombinaciéban
végezhetiink gyokinverziot. Az 6sszes kombinacidirez pedig ¥, igy maximum 2-féle azonos
amplitado karakterisztikaju N-edfoki ARMA rendstetezik Ezeknek viszont kilénbdza
faziskarakterisztikajuk.

Definicio:
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Az azonos amplitido karakterisztikaju N-edfoki ARMExdszerek kozil azt, amelyiknek a
legkisebb a fazisa minden f frekvenciamnimal-fazisirendszernek nevezzik.

Konnyen belathat6, hogy & 8zamu rendszer kézill az lesz minimal-fazist, aife#k nincs zérusa az
egysegkoron kival (és természetesen minden péusgysegkoron belll van).

Az alabbi dbra azt szemlélteti, hogy az egységkbehili zeérusokhoz tartozo fazisszég mindig kisebb,
mint az egységkoron kivili inverzikhoz tartozo.

Im{z}

Z
K@ lé’f Re{z}

@,(f) < @i(f) Vvinél

Ha H(f) minimal-fazisi ARMA rendszert ir le, akkar In(H(z)) komplex fliggvénynek csak az
egységkoron belll lesznek szingularitasai (az ¢rét{e) polusainél és zérusainal), vagyis az
egysegkoron kivali giriitartomanyban analitikus> olyan mintha In(H(z) is egy kauzalis rendszer&irn
lesz. Kauzdlis rendszereknél viszont a frekvencitgdit flggvény valos és képzetes része nem flggetl

In(z=e") =In(H() = a(f) + jd(f) , ahola(f) = [H() | éso(f) = arcH()

Eppen ezért a minimal-fazisu kauzalis ARMA rendekeamplitid6 karakterisztikaja és
faziskarakterisztikdja nem flggetlen! Vagyis az hmagd karakterisztika meghatérozza a
faziskarakterisztikat@ minimal-fazisu rendszereket egyértéhm leirjak az amplitddo karakterisztikjuk.

Megjegyzés:
— Tekintslink egy négyzetesen 0sszegézhesorozatot, amelynek z-transzformaltja X(z). Azamba
ezt a jelet kozvetlenlll nem, csak egy H(z)-vel&dtinearis, invarians transzformaltjat. Van-e
olyan K(z) rendszer, amellyel efilrekonstrualhatjuk xt?

x ¥ llni}(n
2 HE) - K@ [—

K(2) =? wu, =x,. Mivel U(z) = X(z) H(z) K(z), legyerK(z) = ﬁ (H(z) invertaltja). Azonban

ez csak akkor lesz stabil, ha H(z) zérusai az egrysén belll helyezkednek el, azaz minimal-
fazisu. (Hiszen H(z) zérusai K(z) pOlusai lesznek.)
= A minimal-fazisusag és az invertadlhatdosag ugyaadagalmat jelenti.

- Foglaljuk 6ssze a linearis, invarians rendszerekvenciatartomanybeli jelleriit:

A H(f) rendszerjellema H(f) = Af)€°®, ahol
A(f) az amplitudo karakterisztikaa(f) = In(A(f)) a logaritmikus amplitudo karakterisztika)

<|>(f)afélziskarakterisztika,((f):—2i q;hgf) a futasiid-karakterisztika).
1

- Gyakran azv = 2riftet hasznéljak a frekvencia jelolésére. Ekkor
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H(f)=F{h} = ihn 7™ . H(w)=F{h} = ihn et

H(w) = A@@*@ _ 1(f) = —%T qu;g_

—Az azonos amplitudd karakterisztikaju rendszereldik@ minimal-fazisinak nemcsak a fazisa,
hanem a futasi ideje is minimalis minden f-nél.

— Ha az x sorozat X(z) z-transzformaltja felirhaté két polim hanyadosakénk (z) = % akkor
z

az %, jelet ARMA jelnek nevezzlk. Ennek a rendszerekiesonléan megadhaté a

frekvenciatartomanybeli lefrasé(f) = A(f)[E°0. A jelek spektrumanak abszolut érték négyzetét

energiaspektrumnak nevezzik(f) = | X(f)|2 =| A(f )|2 Ha K(z) n-edfoku, akkor (maximum}'2
féle kulonb6d lefolyasu x sorozat létezik, amelyeknek ugyanolyan az ampdspektruma.

n

- Fontos jeljellemé a kumulativ energiafuggvényg;, = Z|xm|2 . Véges energiajlyxesetén a.c

m=—co
kumulativ energia egy véges hatéaréiitékonoton néveksy sorozat. gmegmondja, hogy a jel az n-
edik idspillanatig mekkora energiat mutatott, azaz hogysuiik el a jel energiaja azdten. Az
azonos energiaspektrumg ARMA jelek kdzil letezik egy olyan, amelynek kuratil/
energiafliggvénye az 6sszes tobbi folott halad.ZEmeelyik az idtartoméany elejére koncentrélja
az energiajat, ezert ezt front-loaded v. minimuaylgelnek nevezzik. ARMA jelek esetén az
ehhez tartozd X(z) 6sszes zérusa az egyseégkorihhatyezkedik el. (Maximum delay jelnél az
0sszes zérus az egységkoron kivil helyezkedik el.)

2.8.9 Lineéris fazisu FIR rendszerek

Azokat az MA rendszereket, amelyekz) = a, + a 0Z'+..+ g, 0z" rendszerjellemzpolinomjanak

egyutthatdira igaz, hogya, = a,_; |, vagyis az egyutthaté eloszlas szimmetrikus, lisefazisu

rendszereknek nevezzuk.
Hogy miért, ahhoz figyeljik meg a kdvetkéet:

a(2)
2N
polinom egytitthat6i kozti 6sszefiiggés= an-i. Ha viszonig; = ay-i, akkora; = a. Miutan az A(Z%) és
aza(z) polinom gydkei is azonosak, ezértzhgyok, akkor az ¥ is gyok. (Ha val6s a rendszer, akkar
IS gyok.)

irjuk f6l H(z) z pozitiv és negativ hatvanyai soériH(z) = A(Z*) = ahol az A(Z") és am(z)
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Im{z}

A pélus-zérus elrendezés az egységkorre szimmetriku

Az alabbi esetben vizsgaljuk meg, hogy=r@® zérus és az I/parja egyiittesen mekkora faziseltolast
eredményez az f frekvencian:
Im{z}

7=e)2™T

¥l &

+ :
ﬁi%ﬁr

o
(=117

/z; Re{z}

Mivel

az O-z szakaszhossz és az O-z szakaszhossz aranya r,

a O-z és az O-1/szakaszhosszak aranya szinténr,

ésy kdzos szbge a2-z-z és az0-1/z-z haromszdgnek,

ezért a két haromszdg hasonlé.

= [00-z-z =00-z-1/7, ahol0O-z-z = 180-¢ €s00-z-1/z = 180 —(y+(18C°—¢")).

Behelyettesitve, 186¢ = 180—(y+(18CF-¢") - ¢ +¢'=y + 180.

y a frekvenciaval lineérisan valtozik, teharérus és az 1/parja egylttesen lineéaris fazismenetet
hoznak Iétre. Mivel minden-nek megvan az 1/parja, ezért a rendszer teljes fazismenete ligeari
lesz, vagyis a futasi &da frekvencia fliggvényében allandé (atlagosam’y.

Megjegyzések:
— A linearis-fazisu rendszer minden frekvencian amokeésleltetést okoz, tehat az atvitel nem
diszperziv. Ez az alakhelatvitel szikséges feltétele. (Ha emellett aplatdd karakterisztikarol
kikotjuk, hogy a frekvenciatol fuggetlendl allandikkor a két feltétel egyltt mar elégséeges.)

— Linearis faziskarakterisztikat csak FIRig#/el lehet megvalositani.

— Mivel egy lineéris fazisu rendszernek az egységkdivil is vannak zérusai, a rendszer nem
minimal-fazisi.— A lineéris fazisu rendszer nem invertéalhato.

- Ha a H(z) linearis fazisu, akkor legyen pl.dz aldbbi véges szimmetrikus sorozat:
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h lin. faz.

ITIHITrn

Ha H(2)-t gyokinverziéval minimal-¢ | <1, Oi-re) ill. maximal-fazistvalg | = 1, Oi- re)
tesszlik, akkor az impulzusvéalaszok az alabbi médtinznak.

min.fiz. ;
hn ht;lax.faz.
| hTTT' TTTIH‘
iy ! 11
Ha H(z) minimal-fazisa, akkor a hozza Ha H(z) maximal-fazisu, akkor a hozza
tartozo R front-loaded v. minimum tartozo i maximum delay jel.
delay jel.

Mindharom esetben azonos a rendszer amplitido teaiskikaja.
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