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4. Diszkrét idej G véletlen jelek, sztochasztikus folyamatok

Definicio az idtartomanyban:
Diszkrét ertél véletlen jel, azaz diszkrét sztochasztikus folyeahait a &, , n =
— o0 ... +oo, valosvalosziniségi valtozo sorozait értjuk. A¢, valosziriségi valtozok
T id6kozokként kovetik egymast, a jel (a folyamat) onajafrekvenciaja F= 1/T.

A tovabbiakban a (diszkrét)

- véletlen jel,

- sztochasztikus folyamat,

- folyamat,

- véletlen forras,

- forras
kifejezéseket szinonimaként fogjuk hasznalni, nagndilosziiségi valtozé sorozatot értliink
rajta.

Mig egy diszkrét iddj x, jel idobeni leirdsa maganak a szamsorozatnak a megadasaval
torténik, addig &, folyamat leirasa (fogalmilag és gyakorlatilagsekkal bonyolultabb
feladat. A tovabbiakban a folyamatok leirasanakmldszereivel, nevezetes tulajdonsagu
osztalyaival és transzformacioival foglalkozunk.

4.1 A diszkrét idej G sztochasztikus folyamatok leirasa

Az osszes lehetséges folyamat kozil egy konkréiszadiségi valtozd sorozat megadasa
(minden lehetséges kulonkibmasiktol valé elhatarolasa), valamely matematikgektum
egyertelnti megadasaval torténhet. Harom lehetséges elvi reddgzszink listaba:

* Mindenféle dimenziégloszlas sokasagegadasa
* Mindenféle dimenzidsiiriiség sokasagnegadasa
* Mindenféle dimenzids és refidhomentum sokasagnegadasa

Folyamatok leirasanak fenti médjai (elvileg) egybeakolcsondsen atszamithatéak, adott
esetben az adott reprezentaciot (leirasi médoénéed hasznalni, mas meggondolasokhoz,
mas leirasokra érdemes attérni. Lassuk a konkfigicékat!

4.1.1 Eloszlas sokasag
Definicio:
A &, véletlen jelnek (valdsziiségi valtozo sorozatnak) az N darab n, ... iy indexi

idépontokra illeszkedl N-dimenziosF; |, . (X3, X,,...Xy) eloszlas fuggvenye az N

darab ¢, &, ,...§, valoszifisegi valtozok egylttes eloszlas fliggvenye, azaz

F{ q,r}z,...m(xll)(Z""XN ):F)r(é;n1 = Xllé::'n2 = Xz""énN = XN)!
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ahol Pr( esemény) az esemény valasstge.

Minden folyamatnak Iétezik eloszlas sokasaga.

Egy folyamat akkor adott egyértelien, ha az 6sszes dimenzidju és mindenféle illegzked
eloszlasat megadjuk vagy a mar adottakbdl ellentthementesen meghatarozhatdak.
Minden N-dimenzioju eloszlasfuggveény tartalmazefedett idpontok részhalmazahoz
tartozé kisebb dimenzioju eloszlasfliggvényeketdia szerel valtozok helyébeo-t

sz

lefeds eloszlasfliggvenyek rendszerének. A folyamat tédigdsa tehat, egy sokszorosan
végtelenil indexelt, sokvaltozés fliggvénysokasagokasag barmely nagyobb dimenzioju
és/vagy Ujabb idbontokra illeszkeé fliggvényének barmely értéke (az altalanos esetben)
folyamatra vonatkozo Uj, a tobbitfiggetlen informéciét hordozhat.

Egy folyamatot leir6 eloszlas sokasagotiidiseg sokasagbdl integralassal kaphatjuk meg.

Egy folyamatot leir6 eloszlas sokasagot, a momerstokasaghbol a megfetekonvergencia
tulajdonsagu fuggvénysorozattal, sorfejtésekkehkfjpk meg.

Nevezetes az egydimenzids u.n. amplitddo eloszlas:
Fe (x) =Pr(&, <x),
mely altalaban iéfliggs F, (x) =F(n,x) ,

de bizonyos esetekben (lasd stacionaritas) lefidtighetlen:F, (x) =F,(x)

4.1.2 Siriiség sokasag

A folyamat siriiség sokasagat az eloszlasok alapjan derivaladsaibtieatjuk:

A &, véletlen jelnek (valdsziiségi valtozo sorozatnak) az N darab np, ... ny indexi
idépontokra illeszkedl N-dimenziésf, |, . (X;,X,,...xy ¥iriiség fuggvénye az N

darab ¢, &, ,...§, valoszitisegi valtozok egyulttedigiségfuggvénye, azaz

N
a F&I’lvnzv...n,\, (Xl)X2|....,XN)

ox, [ox, [1..00x

fé nn,..Ny (Xllxz""XN ) =

Minden N-dimenziéju ériiség minden valtozéjaban egy egydimenzios valdseiq §riiség,
melyre igazak a valosZigég-szamitas elemi tényei fa -. +o felett nem negativ, egységnyi
gOrbealatti terulettel).

A siiriségek annyiban, és olyan forméban léteznek, ameemys ahogyan értelmezve a
derivaltak léteznek.. (Példaul az eloszlas ugrdsadarivalt elemi tton nem értelmezett, de
adott esetben célszielehet a Dirac-delta fliggvények hasznalata)

Egy folyamatot leir6{giség sokasagot, a momentum sokasagbol a meégkelel/ergencia
tulajdonsagu fliggvénysorozattal, sorfejtésekkehkfjpk meg.
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4.1.3 Momentum sokasag
Definicio:
A &, véletlen jelnek (valésziisegi valtozo sorozatnak) az N darab np, ... ny indexi

idépontokra illeszkedl N-dimenziés, m+my+...+my= M —ed rendii Mé’?ll;m”r']jmf“"
P

momentuma az N darabg, g, ,...§, valoszifisegi valtozok m mp ... my

hatvanyai szorzatanakvarhaté értéke:

my+my+.+my=M _ { m; m, mN}
ng’nzp__nN _E&,-n1 [inz D"[&nN '

mely egy N-dimenzios szamsorozat.

A varhatéérték egy valdszifiségi valtozé lehetséges értékeinek a valdsggeivel
sulyozott atlaga, mely az ) eloszlasbol Stieltjes integrallal, agX) siriiségldl Rieman
integrallal szamithato:

E{n} = jx dF (x) = jx f. (x)dx.
Az & valosziriségi valtozo g(x) fliggvény szerinti varhatdértélggéa val. valt. varhato
ertéke:

EgEd = [900f ()dx = [g0)dFR (x) .

A valbsziniségi valtozok skalar ertékuiggvényének varhatoértéke a valogsagi valtozok
egyuttes (t6bb dimenzids) eloszlasabol az alabeiltjgs integrallal szamolhato:

Elem e O.E™ = [xP o0 DD dR o (XX Xy)
A momentumok aigtiségekidl az alabbi tobbszorés Rieman integrallal szamithat
Elem e = ([ xP O DD o (X Xy ) XX

A folyamatcentralis momentumsokaséga, az egyespbntokban vett valosziisegi
valtozok varhatdértékéik vald eltérései hatvanyainak szorzatanak varhaéke:

Cemmm ™ =g, -Ele, I de,, -Ele, ) o, -Ele, ).

A momentumok és a centralis momentumok kélcsonassramithatéak egymasba.

A momentumok teljes sokasaga, azaz mindenféle dimdgn illeszkedés és rend
momentumok sokszorosan végtelen sokasaganak isneirga a folyamatot.
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4.1.4 Nevezetes disés masodrend, egy- és kétdimenzids folyamatjellendik

» Egydimenzios F, (x) eloszlas ésf, (x) sirtiség fuggvény.
Ezek az egy valtozos, (de altalabadfimygo) figgvenyek &, folyamatamplitidd
eloszlas, illetve amplitudo siiriiségfiiggvenyei.

» Egydimenzios et&rendi momentumE{&n}= mg (n)
Ez egy egydimenziés szamsorozat, mely Bolyamat (altalaban iifliggs) varhato
erték sorozata

« Egydimenziés masodretidnomentume{ &)= Pz(n).
Ez az egydimenzios szamsorozat, éolyamatnégyzetes varhato értéksorozata vagy
mas névemillanatnyi (valosziriségek szerint atlagoltgljesitmény sorozata.

+ Egydimenziés masodretidentralis momenturrE{(&n - E{an})z} =C?2, =co’(n)
Ez a szamsorozatég folyamatszérasnégyzetsorozata vagy mas néveariancia
sorozata. Ennek a sorozatnak a négyzetgyok-sorazataassorozat, mas néven a
standard eltéréssorozat,c, (n).

A varhato érték, a variancia és a teljesitménydisiggése:

cz =€l(¢, -E{&, )7} =elez} - 26{e Jele )+ Ele.)) =Eler} - Ele.))

azaz
P¢(n) =0¢°(n) +me(n)

Megjegyzések:
— Az egydimenziés, centralis masodrémdomentum, a szérasnégyzet azt mondja meg,
hogy mekkora mértékben fognak eltérni atlagosaal@sxiriségi valtozo értékei az
atlagos értéldl az n-edik id pillanatban. Vagyis az amplitudéréiség fuggvény
szélességére utal.
— A harmad- és negyedrenchomentumok az amplituddiiségfiiggvény ferdeségére
és lapossagara utalnak.

»  Kétdimenzios, masodrefidabszoltit) momentuni, "* = E{égn1 [&nz} =r.(n,,n,)

Ez a kétdimenziés szamsoroza},dolyamat @utd)korrelacios sorozata.

« Kétdimenzidés, masodrefidentralis momentum:

c.*= =g{(e, -m.(n))de, -m.(n,)}=c.(n,n,)

{”u”z
Ez a kétdimenziés szamsorozdt,dolyamatkovariancia sorozata. Ebld szarmazik a
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normalizalt korrelaciés egyutthatoksorozata:

c.(ny.n,)
Gg(nl)cg (n,)

Az Osszefliggés a korrelacidésorozat és a kovariaoc@zat kozott:

ké(nl,nz): , melyre igaz, hogy-1 < ké(nl,nz) < 1.

Ce(N1, M) =re(Ng, np) — me(ng) e ()

S
AzNdarab ¢, ¢, ,...§, valbszifiségi valtozokatas =| ... | oszlopvektorba
$on
0sszefoglalva, valosziségi vektorvaltozot kapunk, melyre a varhatoérdpaés az N-eletin
E{¢u}
m, = E{i} =| ... | Vvéarhatoérték vektort eredményezi.
o E{ )

A ¢ vektor valoszifisegi valtozora az NxN meiekorrelacio matrixot az alabbiak szerint
kapjuk: R, = EEéT}= E{fmfm} ...|, mely a megfelél korrelacids egyutthatok

matrixa.

Hasonl6é modon definialt Bg kovariancia matrix is, melynek elemei a kivalasztott N darab
idépontra illeszked folyamatértékek paronkénti kovariancia egyutthaddkovariancia
matrixot szokas szoras(négyzet) matrixnak is ndvezn

A gyakorlatban a korrelacio és kovariancia matretotsak az N darab, egymast kévet
n+1, n+2, ... n+(N-1) idbontokra illeszkedve hasznaljak, ez lesz az matrixo
alapértelmezése:

Renn (i,) = re(n+i, n+j), i,j=0,1, ... (N-1)
A korrelacios-, a kovariancia matrix és a varhatélévektor kozotti 6sszefligges:
Re = X¢ + mgmg' . ahol ' a transzponalas jele.

A korrelacios és a kovariancia matrixok nyilvamaiézimmetrikus matrixok , tovabba
belathatd, hogy ezenkivil legalapbzitiv szemidefinit matrixok.

Ebben a pontban felsorolt momentumok, mint folygetlamzok, a véletlen jelet
masodrendben irjak le.
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4.2 Nevezetes véletlen jel osztalyok

4.2.1 Gauss folyamat

Definicio:
A &, folyamatot Gauss folyamatnak nevezzik, ha mindges dimenzids eloszlasa
normalis,

azaz minderf = [En1 Enz Em ]T N elenti vektor valészifiségi valtozé N

valtozos éiriiségfiggvénye normalis:
(M= = (m)

- 1 -
fi(nl,nz,...,nN,X)=Me2 ,

™M

ahol

m=[gfe,} E{s,} . Eg,}] avarmaté erekvektor es

Cg(n11n1) Cg(nl’nz) C.«f(nlinN)

— N\ = _\T c.(n,,n) cg(n,,n,) .. c.(n,,ny)
z=efe-m)de-m}=| : R

C{(nN’nl) Cg(nN’nz) C{(nN’nN)

a kovariancia matrix.

Megallapithatd, hogy a Gauss folyamatot teljeseghatirozzak az disés masodrerid
momentumai, azaz ha adott egy egydimenzids vaéradk sorozat és egy kétdimenzios
kovariancia sorozat, akkor a Gauss folyamat teljeseghatarozott.

4.2.2 Memériamentes és korrelalatlan folyamatok

Definicio:
Ha ag folyamat minden véges dimenziég ,¢,, ,....£, mintajanak eleméiiggetien
valdsziniségi valtozok akkoré memaériamentesfolyamat.

Memoaria mentes folyamatot egydimenziés jellénteljesen leirnak, ugyanis figgetlen
valbsziriségi valtozok N-dimenzids eloszlas fliggvéenye miretigllithatd az egyes
valbsziriségi valtozok egydimenzios eloszlasainak szorzataké

N
Ff fly”zv---nN(Xl’XZ""XN) = |_J Fc‘ ni(Xi).

Ebbsl kdvetkezik, hogy a tébbdimenziégréségek és momentumok iséllithatéak az
egydimenzids statisztikak szorzataként:
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N
fe nmn X0 Xo0Xy) = Df{ o (X0)

N
+m,+..+my =M m:
M my+m, N - M.™

SNy _ Sy

Tehat memodriamentes véletlen jel esetén az egydideieiras teljes leirdsat adja a
folyamatnak, azaz

» egydimenzids (de iifliggd) amplitudo eloszlasok
e vagy az amplitudoisiiségek

e vagy az egydimenziés momentumok kétszeresen vadidieindex és rend-index)
szamsorozatanak

ismerete a folyamat teljes leiraséat adja.

Definicio:
Ha minden¢, ,<$,, valbsziriségi valtozok parra a kovariancia egyutthat6é zéamaz:

E{(Ertl - m{(nl))[ﬂfnz - mg(nz))} =c;(n,n,) =0, minden a# n; idépont-parra,

akkor a folyamatokorrelalatlannak nevezzik.

Korrelalatlan folyamak kovariancia matrixa mindig diagonalis matrix (abban az
altaldban idfliggo szérasnégyzetek vannak).

A korrelalatlansag gyengébb tulajdonsag, mint a Greammentesség. Ha egy folyamat
memoéria mentes, akkor korrelalatlan is, de a kaladhnsagbol nem kovetkezik a memoéria
mentesség.

Ha egyGaussfolyamatkorrelélatlan, akkor azonban biztos, hogyemaria mentesis,

hiszen - diagonalis voltabdl kbvetkéen - a tobbdimenziddidiségek (és igy az eloszlasok
is) felirhatdéak egyvaltozodidiségek (eloszlasok) szorzataként. Gauss folyanejesén
meghatarozzak s és masodreridmomentum sokasagai.

A korrelalatlan folyamatoknal a masodrénde nem egydimenziés momentumok
eléallithatbak a megfelélegydimenzidos momentumok szorzataként, ezért a
korrelalatlansagot pontosabbaxdsodrendben korrelalatlansagak is nevezhetjik.

Ha egy folyamatra igaz, hogy minden M-ed rentbmentum (,mely nem egydimenzios)
eléallithaté a megfelélegydimenziés momentumok szorzataként, akkor afoitotM-
rendben korrelalatlannak nevezzik.
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(masodrendben) korrelalatlan folyamatok

M-rendben korrelalatlan folyamatok

memoéria mentes folyamatok

korrelalatlan Gauss folyamat

A fenti abraban a korrelalatlansag, a memaériamegtg®s a gauss-sag tulajdonsagok altal
generalt folyamat-halmazok viszonyéat rajzoltuk le.

4.2.3 Stacioner (invarians) folyamatok
Definicio:
Ha¢, barmely N dimenziéju és {nm, ...n\) illeszkedés F: eloszlasa invarians

barmely i értéki idébeli eltolasra, (azaz édftiggetlen),

F (xl,xz,...,xN):FCr (xl,xz,...,xN) ,

& m,ny,...ny =Ny, Ny—Ng,...NN —Ngy

akkor ag, folyamatotstacionemek nevezzik.

A fenti definicié kdzvetlen kovetkezményei érvéngles $iriség sokasagra és a momentum
sokasagra is:

f{ n,Ny,...Ny (X1'X2""’XN)=f£ =Ny, Ny —Ng,...NN Ny (X1'X2""’XN) '

my+m,+..+my =M my+m,+..+my =M

En ..y T g ey,

Diszkrét ideji folyamatok alabbi jekat
- stacioner,
- stacionarius,
- invarians,
- id6 (eltolas) invarians
a tovabbiakban szinonimaként fogjuk hasznalni.

A stacionaritas altalanos definiciojanak kovetkeayeé

Az egy dimenzios, eredetilegafiiggd jellemzik id6 fliggetlenné valnak:
» amplittdo eloszlas:sk(x) = F o(X) = K (X)
» amplitado ériseg: fn(x) = fz o(X) = f& (X)
* varhato érték: gn) = m(0) = m
* atlag teljesitmény:&h) = R(0) = R
« sz6rasnégyzet (varianciage’(n) = 0g*(0) = o
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A kétdimenziés momentumok eredetileg két dimensga®zatai egydimenziés sorozattal
leirhatokka valnak:

- korrelacio:M, "
ng,n;+An
1+1=2

énl,n1+An

altaldban: a kétdimenziés jelleiieméar nem a két igpont kétvaltozos fliggvenyei,
hanem csak a kétdgont tavolsagatol egydimenzidsan figgnek.

=r1.(ny,n, +An) =r,.(An)

* kovariancia: C =c.(n;,n, +An) =c, (An)

Altalaban megallapithat6, hogy a stacionaritas atimenzios jelleméaknek (N-1) dimenzios
leirhatdésagét teszik leliee.

Stacioner folyamat korrelaciés és kovariancia sataira igazak az alabbi tulajdonsagok:
« Osszefiiggés:g(n) = q(n) + m 2
» valos, paros sorozatok(m) = k(-n), €(n) = g(-n)

« Og(n)0s< rg0)= B,  Oce(n) O ce(0) =0

Stacioner folyamatok fontos jelleje aspektrélis teljesitmeény diriiségfiiggvény mely az
egydimenzids kovariancia (vagy korrelacié) sorazatanszformaltja:

S@ = Zc. ()= Sc.mz™"
illetve Fourier transzformaltja:

sM = He.(m} = 3 c. (e

n=-oo

A teljesitménysriiség fontos tulajdonsagai:

S(2) :Sg(z‘l), azaz “szimmetrikus” az egységkorre.

o Im(S(M) =0, S(f)=S(H), valos, paros figgvény.
* S(f)=0, nem negativ.

» A kovariancia és a korrelacié sorozatok a konstamkat6érték-négyzet sorozatban
kulénbdznek, tehat Fourier transzformaltjaik aajérszerint periodikus Dirac-
deltaban kulonbdznek. Ez azt jelenti, hogy nemanudirhatoérték estén a
frekvencia tengely felett értelmezett teljesitmépgktrumban nulla frekvencianal
(és az orajel szerint eltoltjainal) nulla sdvszedgsfelett nem nulla “egyenaramu”
teljesitmény jelenik meg.

* Ha a teljesitmény spektrumbanffekvencianal (pontosabbanf,+ k F, k=-c ...

o frekvenciaknadl) jelenik meg Dirac-delta (vonalasriponens), akkor ez azt
jelenti, hogy a stacioner folyamatban vafrékvencidju periodikus 6sszetegdasd.
kovetked pont).
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Az a kovetelmény, hogy egy folyamat minden riegd rangu statisztikus jelleije eltolas
invarians (stacionaritas) legyen, nagyon szigorgkates.

Enyhébb megkdtéseknek elegetitstacioner osztalyok definiciéi az alabbiak:

Definicio:
Ha egy sztochasztikus folyamat minden kétdimengiagsztikus jelleme eltolas
invarians, akkomasodrendi stacionaritagél beszélink.

Ha a varhato értek allando és a masodiendmentumok eltolas invaridnsak, az
autokorrelécio-sorozat egydimenzids, akkor a folgntgyengén stacionériusak
nevezzuk.

A gyengén stacioner folyamatok tehat
» allandé varhatoértékkel, szorassal, teljesitménnyel
» egydimenzids korrelacio, kovariancia sorozattal és

*  S(z), komplex sik felett értelmezett, illet®f) valos frekvencia tengely felett
értelmezett teljesitméni<iség spektrummal jellemezidet

Ha egy gyengén stacioner folyamat Gauss folyamaklsor stacioner is, mert az &lés
masodrendl momentumok stacionaritasabdl kdvetkezik az altahgighatarozott teljes
eloszlas sokasag stacionaritasa is.

Az ebben a pontban definiélt folyamatok halmazawiazonyait az alabbi Venn diagrammal
szemléltetjuk.

gyengén stacioner folyamatok

M-rendben stacioner folyamatok

stacioner folyamatok

gyengén stacioner Gauss folyam:
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4.2 .4 \Véletlen fazisu szinusz

Vegyik a kovetkez jelet:
& = sin (2fonT +¢), N=0...00 ,

ahol¢ a [0, 27 intervallum felett egyenletes eloszlasu val6sgéyi valtozo ésf< F/2 =
1/2T. Ezt a jelet véletlen ke&fhzisu szinusznak nevezzuk.

Valdsziriségi valtozo fuggvénye is valosigegi valtozo tehd, valdsziriségi valtozé
sorozat, azaz véletlen jel.

Szamitsuk ki a varhato értékét:

m. (n) = E{¢,} = E{sin(d ,nT+¢) } = ofsin(277fonT+x) f_(x)dx = Zizfsin(anonT+ x)dx =
—c0 T 0

=0=m,
mely , tehat id figgetlen,
A korrelécios sorozata:
ro(m.n)=E{¢, &,...} = Efsin(f ,mT +)sin(2rf ,(m+ n)T+¢) } =

- E{; (cos(a ,nT) - cos(2ra, (2m-+ )T +2* ¢)) } -

= % cos(2£,nT) =r(n)

mely csak a mintak titdvolsaganak egydimenziés figgvénye.
A jel atlag teljesitménye (mely egyénmhost a szérasnégyzettel is):

1
Pézré(o)ZE

Ezek alapjan megallapithatd, hogy legalabb gyengén stacioner folyamat.
(Gyakorlasképpen szamitsuk ki a folyamat amplitsicdfségét is.)

Megjegyezzik, hogy az n-ed réneloszlasokrol belathato azsieltolas invariancia, tehat a
véletlen kezdfazisu szinusz stacioner folyamat.

Szamitsuk ki a frekvencia fliggvenyében a teljesiysgiseget:

F{Cg (n)} = F{ré (n)} = F{% cos(szonT)} = F{ %{ (@27 4 gri2ton )} _

_1
4

Mint latjuk a véletlen jelink teljes (1/2 értgkeljesitménye a frekvencia tengely felefs
frekvencianal, nulla savszélességet foglal el. PabDidelta megjelenése a teljesitmény

“ s

s() =
(5ot ~10)+5. +1,)

melyet véletlen fazisu periodikus jel okoz.
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4.2.5 Fehér zaj

Definicio:
Ha a legalabb gyengén stacionaduslyamat $(f) spektralis teljesitményisisége
minden frekvencian azonos, akKpifehér zaj folyamat

Egy gyengén stacionariggolyamat&(f) figgvenye akkor lesz frekvencia fliggetlen, ha
korrelalatlan is.

Gyengén stacioner jeldthrtomanyi korrelalatlansaga és a frekvencia taétoym
spektrumanak fehérsége (egyenletessége) ugyananukfdonsagnak a két kilonkitz
tartomanyban valé megjelenési formaja.

Példa:
Legyen &, gyengén stacionarius diszkrét iglegletlen jel.
A korrelaciosorozatars(n) =cg(n) + wz(n), aholcg(n) =023, ésmg(n) =m.

mg(n)
L .

o¢ (n)

n

Mi lesz &, spektralis teljesitméngidisége?
Megoldas:

Sif)

f
Mert &, Fourier-transzformaltja allando és egy alland@sat Fourier-transzformaltja
o(f). Mivel (a O frekvenciat b kivéve) minden freln@an alland&(f), tehaté, fehér
zaj folyamat.

4.2.6 ARMA folyamat

Definicio:
ARMA folyamatnak nevezzik azt a gyengén stacioagamatot, melynelSs(z)
teljesitménysriségeraciondlis tortfliggveny.

A@)

ARMA folyamat S.(z)=
y +(2) B(2)

teljesitmeénysriisége (egy konstans szorzo erejeig) mindig megadhpéusaival és a
zérusaival, és a%(z) = S{(Z_l) 0sszefliggés miatt a polusok és a zérusok isyE2gkorre

akkor paros multiplicitasuak), akk8(z) felbonthat6 az alabbi alakban:
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A,(2) A, (z7)
B, (2) B,(z")

S:(2)=

Im{z}
A 2
A
NPk
p ®

Valadi tort ARMA folyamat autokorrelacios sorozataz egysegkorhoz viszonyitva kivil és
beldl is elhelyezketlpdlusoknak megfeléen — komplex alapu exponencialis sorozatok
0sszegének paros fuggvénye.

x

p 4

MA folyamat, S;(z) = A, (z) A, (z"), (vagy nem valodi tort ARMA egészrésze)
autokorrel&cioja véges tartdju (paros) sorozat.

4.2.7 Keskeny és széles savu jelek, komponensek

A véletlen stacioner jelek atlagteljesitmeényétigs@ménysdriséguk frekvenciatengely
menti integralasaval is megkaphatjuk. A teljesitysériiség spektrum a teljes jelenergianak
az alapsavi frekvencia tengely feletti eloszlagatlé.

llyen értelemben szélesebb ill. keskenyebb savigletekinthetjik azokat a jeleket, melyek
teljes atlag teljesitményét az alapsav szélesetwpkeskenyebb részsavja feletti integralassal
kaphatjuk meg.

Az eléz6 pontokban megismert jelosztalyokkal kapcsolatletwat az alabbiakat allapithatjuk
meg:

* A legkeskenyebb savszélességletlen jelek a nulla savszélessggzaz vonalas
spektrumu (Dirac-delta) periodikus véletlen jele&lyek kezd fazisa véletlen, de az
egyes mintak egymassal determinisztikus kapcsailathanak.

* A legnagyobb savszélességl a frekvencia fliggetlen spektrumu (azaz agelje
alapsavot egyenletesen kitbkpektrumu) fehér zaj, azaz a korrelalatlan mintak
sorozata.

* Az ARMA jeleket szines jeleknek is nevezhetjuk, ye&le frekvencia flgh
teljesitmeény ériség spektrum jellendz az egymas utani mintai nem
determinisztikusan meghatarozottak de statisztiklgsebb-nagyobb mértékben
korrelaltak.

A jelben Ié keskenysavu, azaz periodikus dsszétev
az idtartomanyban; tavolsagban l&ymintak e6sebb korrelaltsaga jelzi (t
periodusnyi tavolsagra a mintak “isnigthi akarnak”),
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a frekvencia tartomanyban 8%f) spektrumnak;f=1/t frekvencia kornyéki ésebb
kiemelése jelzi, melyet

az operator tartomanyban az egységkorhdz kdzetidait frekvencia iranyaban
elhelyezked polus (négyes) mutat illetve okoz.
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4.3 Stacioner folyamat athaladasa linearis, invaria  ns rendszeren

Eﬂ;} hnp H(Z)v _}'-'?n
H(f)

Adjuk ag, (legalabb gyengén) stacionérius folyamatof arfpulzusvéalaszu linearis,
invarians rendszer bemenetére. Ekkor a kimenetéletlen sorozat:

Nn= &= Zh| l—_‘Fn—i .
Tulajdonséagai:
» Varhato érték:

m, =E{n.} = i h, E{&, .} =m, Di h, , mivel m idé figgetlen. Figyeljiik meg,

j=—0c0

hogy A= > h, =H(f =0) =H(z=1) arendszer DC atvitele- | m, = Aln, |.

n

j=—c0

» Autdkorrelacios fuggvény:

00

r/](n) =E{’]m |]7m+n} :E{ihl |—_‘fm—i Dihk |:‘]'rmm—k {Z ih Eh L_fm i |:‘fr’mn k}

M= Sh h, EE, F) = Zzhuh s Epny ) k=j+)

j=—cok =—0c0 ——ooJ

Minthogy E{¢,.. £, ..., }= (1= ) és Y th,, =h, *h_,

j=—c0

r,(n)=rg(n)*h, *h_,
* Teljesitményspektrum:
Si(f) = Arq(} = A () *h, *h_}= SOEOE ) =| S,(F) = S,(A) (H()’

= A sZir6 faziskarakterisztikaja nincs hatassal @&ximenetének
teljesitményspektrumara.

S$i(2) = Zro(M} = Z r(n) *h, *h_,}= Sc2)BI@)HE(ZY.

e SzoOrasnegyzet:

Mivel r,(n) = F s, ()} == [, (1" df, o,§=r,,(0)=fi ['s,(f)df |.

fe_ —f, /2 c —f, /2

Megjegyzés:
Az) A2, (zY)

- Ha&, ARMA folyamat, S,(z) = B, (2) =5 @B,
¢ ¢

ha H(z) is ARMA rendszet(z) = % akkor a kimeneti stacioner folyamat is

ARMA lesz, melynek teljesitméniydisége
AL @I (2 M@Z) M)

S'7 (Z) Y ' -1 1
B': (2)[B'; (z7) IN(z)[N(z™)

szerinti lesz, tehat,&)-ben megjelennek
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a bemenet és aigd (szimmetrizalt) gyokei, vagy éihnek gyokok, ha a e
gyokeik kiejtik a bemenet valamely gyokét.

— A spektralis teljesitméniisiség értelmezése. Vezessuk keresztil a nulla varhato
értéki &, folyamatot az abran lathatistzirén, és figyeljuk meg a kimeneti
teljesitményt (szérasnégyzetet):

1 H(®)

i

ry f
0 _f)‘;Af

fo+Af

02 =r,(0) = TSn(f)df: T|H(f)|D§(f) df= 2Dj $f) d= 2 O ,)

Mivel a s#ir6 kimenetén csak ag frekvencia korili 6sszetél jelennek meg, ezen
Osszetefk dsszteljesitményével aranyos&io)-lal.

Feladatok:
1.
203 Hiz) = ﬁg s,

A bemeneti folyamat legyen nulla varhato éiitéiehér zajmg = 0 és

re(0) =Pg =0¢°= 1,r¢(n) =0, ha re 0.

Mi lesz a fenti H(z)-} linearis, invarians, ARMA rendszer kimeneténekksiadis
teljesitménysrisége?

Megoldas: §(z) = S(Z)[E'I(Z)[E'I(z_l) = Gzzd\@ d@ - S,(f)=S,@= ey

N@z) N(@z%)
2.
Tekintsuk az alabbi hal6zattal megadott rendszert:
2. s

Mi lesz a kimeneti folyamat autokorrelacié-sorozégaspektralis teljesitményssége,
hamg = 0 éso;” = 1?

Megoldas:
1
H(2) = ——= N
1+bz* - -1y — 1
02=1- %(2)=1 7 %(2) =S (AR = [L+bz?)cfL+ bz)
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Im{z}

konvergencia-
gyiri (R)

1

S”(z):( b =P, P ,aholapésp

1+bz {1+ bz) (1+szﬂ1+bz)_1Z+1 1+bz
b b

egyltthatd ap+ ;=1 ; pb + p/b = 1/b egyenletrendszerrel szamithato.
rq(n) =Z{Sy(2), zZOR} és S (f) =S, (z=€"") etc.

A megoldas az iitartomanyban is kiszamithat6. Ugyanis

(-b} jhan=0 e
h, = - r,(nN)=h,*h_,= > h_ 0h_. .
" {O, han <0 (M=, m;,o

4.3.1 Fehérib (analizis), és szindiz(szintézis) s#r o6k

Definicio:
Az olyan rendszert, amely a bemenetére agdtilyamatbol a kimenetén fehér zaj
folyamatot ) allit elo, fehérit sZironek (vagy analizis §zének) nevezzik.

£ [ M@ |
A G

ARMA folyamatra létezik tokéletes ARMA analizisiisé.
H(z)-t ugy kell megvalasztani, hogy (&) konstans legyen:
$,(2) = S(2)B(2)Bi(z ") = konstans

AN ()

Ha S, (z) = — ——— alaku, akkor
B (2)B(z7)
B, (z
aH(z)= M(z) = '{( ) esetén kapunk a kimeneten fehér zajt.
N(@Z) A, (2)

Feltételeztik, hogy az egységkoron vagy nincs gyagy ha van, akkor paros
multiplicitasu), és az A’ (z), B'(z) polinomok aggségkoron bellli gyokoket tartalmazzak,
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igy a s#ir6 stabil €és minimal-fazisa.
Megjegyzés:

A fehérit s4irét leggyakrabban ismeretlén folyamatok spektralisisiiségfiiggvényének
meghatarozaséara hasznéljak: H(z) adaptiv, amigaddioztatnak, amig a kimeneten
korrelalatlan folyamatot mérnek. Ekkor H(z) a fektalapjan egyértelfien meghatarozza
St(2)-t.

A fenti feladat megforditottja:
Az olyan rendszert, amely a bemenetére agdthér zajbdl a kimenetén adott
teljesitménysriisédi n, folyamatot allit ed, szined (szintézis) sirének nevezzik.
A, QN (@)
B', (2)B',(z™)
transzferfiggvenye:

alapjan, az alkalmazando stabil, minimal-fazisiréz

Az eldirt S, (z) =

_M(@2) _ AI/7 (2)
“N@) B,@

H(z)
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