2. A koédolas alapvets fogalmai és altalanos
kodolasi sémak

Kédolastechnika



1. feladat

Egy kod kédszavai

10100,01111, 11110, 00000.

(a) Adjuk meg a kéd n és k paramétereit.
(b) Mennyi a minimalis Hamming-tavolsadg a kédszavak kozott?

(c) Hany hibat képes a kéd detektalni? Hany hibat képes a kéd
kijavitani?



1. feladat
Megoldas.

(a) A kédszavak hossza n =5, és a kédszavak darabszdma 2k = 4
(minden k hossza lizenetvektorhoz egy), tehat k = 2. Ez egy
C(5,2) kéd.



1. feladat
Megoldas.

(a) A kédszavak hossza n =5, és a kédszavak darabszdma 2k = 4
(minden k hossza lizenetvektorhoz egy), tehat k = 2. Ez egy
C(5,2) kad.

(b) Paronkénti 8sszehasonlitas alapjan a minimalis Hamming
tavolsag

dmin = 2.



1. feladat
Megoldas.

(a) A kédszavak hossza n =5, és a kédszavak darabszdma 2k = 4
(minden k hossza lizenetvektorhoz egy), tehat k = 2. Ez egy

C(5,2) kad.
(b) Paronkénti 8sszehasonlitas alapjan a minimalis Hamming
tavolsag
dmin = 2.
(¢) dmin = 2 alapjan a kéd
dmin -1=1

hibat képes detektalni, és

dmin — 1 o
S

hibat képes kijavitani.



2. feladat

(a) Tervezziink egy C(5,2) kédot, melyre dmin a lehets legnagyobb.
(b) Adjuk meg a dekédolét Look-Up-Table (LUT) révén.
(c) Hatarozzuk meg a kéd hibadetektald és hibajavité képességeit.



2. feladat

(a) Tervezziink egy C(5,2) kédot, melyre dmin a lehets legnagyobb.

(b) Adjuk meg a dekédolét Look-Up-Table (LUT) révén.

(c) Hatarozzuk meg a kéd hibadetektald és hibajavité képességeit.

Megoldas.

(a) n=>5 hossziisag esetén 32 binaris vektor van, melyek koziil
2k = 22 = 4-et kell kivalasztanunk. Ezekre meg kell
hataroznunk a minimalis paronkénti Hamming-tavolsagot, és
kivalasztani 4 olyan vektort, melyekre a minimalis
Hamming-tavolsag a lehet legnagyobb.



2. feladat

(a) Az el6z6 feladatbeli kédra dinin = 2 volt. Prébaljunk meg most
dmin = 3-at elérnil
> Legyen az els6 kédsz6 a (00000).



2. feladat

(a) Az el6z6 feladatbeli kédra dinin = 2 volt. Prébaljunk meg most
dmin = 3-at elérnil
> Legyen az elsé kodszé a (00000).
» Minden mas kddsz6 silya legalabb 3 kell legyen; (00111) egy
természetes valasztas.



2. feladat

(a) Az el6z6 feladatbeli kédra dinin = 2 volt. Prébaljunk meg most
dmin = 3-at elérnil
> Legyen az els6 kédsz6 a (00000).
» Minden mas kddsz6 silya legalabb 3 kell legyen; (00111) egy
természetes valasztas.
> A kovetkezd kodszé silya is legalabb 3 kell legyen, és el kell
térjen az el6z6tdl is legalabb 3 helyen, legyen pl. (11100).



2. feladat

(a) Az el6z6 feladatbeli kédra dinin = 2 volt. Prébaljunk meg most
dmin = 3-at elérnil

> Legyen az elsé kodszé a (00000).

» Minden mas kddsz6 silya legalabb 3 kell legyen; (00111) egy
természetes valasztas.

> A kovetkezd kodszé silya is legalabb 3 kell legyen, és el kell
térjen az el6z6tdl is legalabb 3 helyen, legyen pl. (11100).

» A csupa l-es nem jo utolsé kddszénak, mert az elézé kett6tél
a Hamming-tavolsaga csak 2, de ha a kozéps6 bitet 0-ra
valtoztatjuk, mar jé lesz: (11011).

Erre a kédra dpin = 3.



2. feladat

(a) Az el6z6 feladatbeli kédra dinin = 2 volt. Prébaljunk meg most
dmin = 3-at elérnil

> Legyen az elsé kodszé a (00000).

» Minden mas kddsz6 silya legalabb 3 kell legyen; (00111) egy
természetes valasztas.

> A kovetkezd kodszé silya is legalabb 3 kell legyen, és el kell
térjen az el6z6tdl is legalabb 3 helyen, legyen pl. (11100).

» A csupa l-es nem jo utolsé kddszénak, mert az elézé kett6tél
a Hamming-tavolsaga csak 2, de ha a kozéps6 bitet 0-ra
valtoztatjuk, mar jé lesz: (11011).

Erre a kédra dpin = 3.

dmin = 4 viszont mar nem lehetséges, azaz 5-hosszi
kédszavakbdl nem lehet 4-et kivalasztani Ggy, hogy dmin > 4
teljesiiljon. (Mar 3-at sem lehet kivalasztani, hogy dmi, > 4
teljesiiljon. Miért?)



2. feladat

(b) Ha az lizenet-kédszé hozzarendelés az alabbi médon torténik,
akkor a lookup-table (LUT) ugyanez forditva:

c u
o1 ) 11100 00000 | 00
— 11100 | 01 | LUT
10 — 00111 00111 | 10
11 — 11011
11011 | 11

A fenti LUT-ben csak a kédszavak szerepelnek, minden mas ¢’
vett vektorhoz el8szor megkeressiik, melyik kodszétol
minimalis a Hamming-tavolsaga, és az alapjan dekédoljuk.

(d = 2 esetén el6fordulhat, hogy a vett vektornak tébb
k6dsz6tél is minimalis a tavolsaga, ilyenkor szabadsagunk van
abban, melyik kédszét detektaljuk a vett vektor alapjan.)



2. feladat

(b) Ha az lizenet-kédszé hozzarendelés az alabbi médon torténik,

akkor a lookup-table (LUT) ugyanez forditva:

c u
o1 ) 11100 00000 [ 00
— 11100 | 01 | LUT
10 — 00111 00111 | 10
11 — 11011
11011 | 11

A fenti LUT-ben csak a kédszavak szerepelnek, minden mas ¢’
vett vektorhoz el8szor megkeressiik, melyik kodszétol
minimalis a Hamming-tavolsaga, és az alapjan dekédoljuk.

(d = 2 esetén el6fordulhat, hogy a vett vektornak tébb
k6dsz6tél is minimalis a tavolsaga, ilyenkor szabadsagunk van
abban, melyik kédszét detektaljuk a vett vektor alapjan.)
Hiba detekcids képesség: dmin — 1 = 2.

Hiba javité képesség: L%J =1.



3. feladat

Adott a kovetkezé kédold séma:

5|

c ¢ u
u 00 | 000000 000000 | 00 '
—» 01 | 010101 010101 | 01 —
10 | 101010 101010 | 10
11 | 111111 111111 | 11

u = (11) és e = (001000); hatarozzuk meg a c, v, ¢, v’ vektorokat.



3. feladat

Adott a kovetkezé kédold séma:

- = e

u c ¢ u
u 00 | 000000 000000 00 '
———— 01 | 010101 010101 01 —
10 101010 - 101010 10
11 111111 111111 11

u = (11) és e = (001000); hatarozzuk meg a c, v, ¢, u’ vektorokat.
Megoldas.
c = (111111)

v =c+e=(111111) + (001000) = (110111),
¢’ ={c:mind(v,c)} = (111111)
C

v = (11)



4. feladat

c

00
01
10

<l

000000
010101
101010
111111

=

c u
000000 | 00
010101 | 01
101010 | 10
111111 | 11

[~

Ugyanerre a kédolasi sémara ezittal u = (01) és e = (001011).

Hatarozzuk meg a c, v, ¢/, u’ vektorokat.



4. feladat

u c e =

[ u
7 | 00 | oooooo &/ 000000 | 00 | g
01 | 010101 010101 01
10 | 101010 101010 10
11 | 111111 111111 11

Ugyanerre a kédolasi sémara ezittal u = (01) és e = (001011).
Hatarozzuk meg a c, v, ¢/, u’ vektorokat.

Megoldas.

c = (010101)
v =c+e=(010101) + (001011) = (011110),
¢’ ={c:mind(v,c)} = (111111)
C
v = (11)



5. feladat

A kovetkez8 kédszé halmazok mindegyikére adjuk meg az (n, k, d)
értékeket, ahol n a kédszavak hossza, k az, hogy egy kédszé hany
bit informéaciét tovabbit, és d = dmin, a minimalis Hamming
tavolsag a kédszavak kézétt. Adjuk meg a kédolasi ratat is.

(a) {111,100,010,001}

(b) {00000,01111,10100,11011}

(c) {00000}



5. feladat

Megoldas.
(a) {111,100,010,001}
» n =3 (a kodszavak hossza);
> k =2 (a kédszavak szdma 4 = 2F);
» d = dnin = 2 (paronkénti dsszehasonlitas alapjan);
> a kéd rata k/n=2/3.



5. feladat

Megoldas.
(a) {111,100,010,001}
» n =3 (a kodszavak hossza);
> k =2 (a kédszavak szdma 4 = 2F);
» d = dnin = 2 (paronkénti dsszehasonlitas alapjan);
> a kéd rata k/n=2/3.
(b) {00000,01111,10100,11011}

n=5k=2d=2, akéd rata 2/5.



5. feladat

Megoldas.
(a) {111,100,010,001}
» n =3 (a kodszavak hossza);
> k =2 (a kédszavak szdma 4 = 2F);
» d = dnin = 2 (paronkénti dsszehasonlitas alapjan);
> a kéd rata k/n=2/3.

(b) {00000,01111,10100,11011}
n=5k=2d=2, akéd rata 2/5.
(c) {00000}

Némileg beugratés kérdés. n =5, k = 0, d nem definialt. A
kéd rata 0.

Mivel csak egy kédsz6 van, nem lehet informaciét tovabbitani,
mivel a vevd eleve tudja, milyen kédszét kell kapnia.



6. feladat

Az Irattaros szeretne egy kédolast évfolyamok szerint (,,gélya”,
»masodéves”, ,junior”, ,senior’), amely képes egy hibat kijavitani.
Adjunk megfelel§ 5-bites binaris kédolast a 4 évfolyamra.



6. feladat

Az Irattaros szeretne egy kédolast évfolyamok szerint (,,gélya”,
»masodéves”, ,junior”, ,senior’), amely képes egy hibat kijavitani.
Adjunk megfelel§ 5-bites binaris kédolast a 4 évfolyamra.

Megoldas. Egy C(5,2,3) blokk-kédra van sziikség. Egy ilyen kéd
szerepelt a 2. feladatban, azt hasznalhatjuk:

{(00000), (00111), (11100), (11011)}.



7. feladat

A Paronkénti Kommunikacié egy olyan kédot fejlesztett, melyben a
harom adatbit (Di, D2, D3) és harom paritas bit (P1, P2, P3)
szerepel:

Pr=D1+D,, Po=D+Ds;, P3=D;+D.
(a) Szamitsuk ki (n, k) értékét erre a kédra.

(b) Mik a kédszavak?
(c) Mi a minimalis Hamming tavolsag a kédszavak kozott?



7. feladat
Megoldas.

(a) n=6,k =3.



7. feladat
Megoldas.

(a) n=6,k =3.
(b) 8 lehetséges kddszé van:

(000000), (001011), (010110), (011101),
(100101), (101110), (110011), (111000).

(Példaul a (001) iizenet esetén D; = D, =0,D3 =1, igy
Py =0,P, = P3 =1, az ehhez tartozé kédszé a (001011).)



7. feladat
Megoldas.

(a) n=6,k =3.
(b) 8 lehetséges kddszé van:

(000000), (001011), (010110), (011101),

(100101), (101110), (110011), (111000).
(Példaul a (001) iizenet esetén D; = D, =0,D3 =1, igy
P1 =0, P, = P; =1, az ehhez tartozé kédszé a (001011).)

Egyébként itt minden kddszé elsé k bitje pont maga az iizenet.
Az ilyen kédokat szisztematikus kédnak hivjuk.



7. feladat
Megoldas.
(a) n=6,k =3.
(b) 8 lehetséges kddszé van:

(000000), (001011), (010110), (011101),
(100101), (101110), (110011), (111000).

(Példaul a (001) iizenet esetén D; = D, =0,D3 =1, igy
P1 =0, P, = P; =1, az ehhez tartozé kédszé a (001011).)
Egyébként itt minden kddszé elsé k bitje pont maga az iizenet.
Az ilyen kédokat szisztematikus kédnak hivjuk.

(c) Paronkénti 6sszehasonlitas alapjan a minimalis Hamming
tavolsag dmin = 3.



7. feladat
Megoldas.
(a) n=6,k =3.
(b) 8 lehetséges kddszé van:

(000000), (001011), (010110), (011101),
(100101), (101110), (110011), (111000).

(Példaul a (001) iizenet esetén D; = D, =0,D3 =1, igy
P1 =0, P, = P; =1, az ehhez tartozé kédszé a (001011).)

Egyébként itt minden kddszé elsé k bitje pont maga az iizenet.
Az ilyen kédokat szisztematikus kédnak hivjuk.

(c) Paronkénti 6sszehasonlitas alapjan a minimalis Hamming
tavolsag dmin = 3. VAGY (kicsit el6reutalva): ez egyébként
egy linearis kéd, és linearis kédokra



8. feladat

A vevé kiszamit harom szindréma bitet (Ep, E; és E3) az (esetleg
hibas) adatbitekbsl és paritasbitekbdl:

Ex=D1+Dy+ P, Ey=Dy+ D3+ Py, E3=D3;+ D;+ Ps.

A vevé maximum likelihood dekédolast végez a szindréma bitek
alapjan. Hatarozzuk meg az eredményt a kdvetkez§ lehet&ségek
koziil:
» nincs hiba, vagy
> egyetlen hiba van (azt is hatarozzuk meg, hogy melyik bitben),
vagy
» tobb hiba van,

a kovetkez6 szindrémak mindegyikére:

EiEE3 =000,  E E»E3 =010,
EEE; =101,  EEE; = 111.



8. feladat

Megoldas. A f6 észrevételek:

>
>
>

hibak a vett Dy, D>, D3, Py, P>, P3 kozdtt lehetnek.
ha nincs benniik hiba, akkor Eq E; E3 = 000.

ha egyetlen hiba van, és az Py, P, vagy P; valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil egy lesz egyes.

ha egyetlen hiba van, és az Dy, D, vagy D3 valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil kettd lesz egyes.

A ML dekédolé minden Ej E; E3 szindréma esetén azt a
lehetséges hiba-konfiguraciét valasztja, amelyikben a
legkevesebb hiba van.



8. feladat

Megoldas. A f6 észrevételek:

>
>
>

hibak a vett Dy, D>, D3, Py, P>, P3 kozdtt lehetnek.
ha nincs benniik hiba, akkor Eq E; E3 = 000.

ha egyetlen hiba van, és az Py, P, vagy P; valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil egy lesz egyes.

ha egyetlen hiba van, és az Dy, D, vagy D3 valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil kettd lesz egyes.

A ML dekédolé minden Ej E; E3 szindréma esetén azt a
lehetséges hiba-konfiguraciét valasztja, amelyikben a
legkevesebb hiba van.

Ha EjE;E3 = 000, az eredmény az, hogy nincs hiba.



8. feladat

Megoldas. A f6 észrevételek:

>
>
>

hibak a vett Dy, D>, D3, Py, P>, P3 kozdtt lehetnek.
ha nincs benniik hiba, akkor Eq E; E3 = 000.

ha egyetlen hiba van, és az Py, P, vagy P; valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil egy lesz egyes.

ha egyetlen hiba van, és az Dy, D, vagy D3 valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil kettd lesz egyes.

A ML dekédolé minden Ej E; E3 szindréma esetén azt a
lehetséges hiba-konfiguraciét valasztja, amelyikben a
legkevesebb hiba van.

Ha EjE;E3 = 000, az eredmény az, hogy nincs hiba.
Ha E;E;E3 = 010, az eredmény 1 hiba Py-ben.



8. feladat

Megoldas. A f6 észrevételek:

>
>
>

hibak a vett Dy, D>, D3, Py, P>, P3 kozdtt lehetnek.
ha nincs benniik hiba, akkor Eq E; E3 = 000.

ha egyetlen hiba van, és az Py, P, vagy P; valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil egy lesz egyes.

ha egyetlen hiba van, és az Dy, D, vagy D3 valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil kettd lesz egyes.

A ML dekédolé minden Ej E; E3 szindréma esetén azt a
lehetséges hiba-konfiguraciét valasztja, amelyikben a
legkevesebb hiba van.

Ha EjE;E3 = 000, az eredmény az, hogy nincs hiba.
Ha E;E;E3 = 010, az eredmény 1 hiba Py-ben.
Ha E1E;E3 = 101, az eredmény 1 hiba D;-ben.



8. feladat

Megoldas. A f6 észrevételek:

>
>
>

hibak a vett Dy, D>, D3, Py, P>, P3 kozdtt lehetnek.
ha nincs benniik hiba, akkor Eq E; E3 = 000.

ha egyetlen hiba van, és az Py, P, vagy P; valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil egy lesz egyes.

ha egyetlen hiba van, és az Dy, D, vagy D3 valamelyikében,
akkor Ej, E; és E3 koziil kettd lesz egyes.

A ML dekédolé minden Ej E; E3 szindréma esetén azt a
lehetséges hiba-konfiguraciét valasztja, amelyikben a
legkevesebb hiba van.

Ha EjE;E3 = 000, az eredmény az, hogy nincs hiba.
Ha E;E;E3 = 010, az eredmény 1 hiba Py-ben.

Ha E1E;E3 = 101, az eredmény 1 hiba D;-ben.

Ha E1ExE; = 111, az eredmény tdbb hiba.



Elméleti korlatok

Singleton-korlat: tetszéleges C(n, k) kédra
Amin < n—k+1.

Ha egy kédra a Singleton-korlatban egyenlGség all, azt Maximum
Distance Separable (MDS) kédnak nevezziik.



Elméleti korlatok

Singleton-korlat: tetszéleges C(n, k) kédra
min <n—k+1.

Ha egy kédra a Singleton-korlatban egyenlGség all, azt Maximum
Distance Separable (MDS) kédnak nevezziik.

Hamming-korlat: ha egy C(n, k) binaris kéd t hibat tud javitani,
akkor .

ORS

i—o N

Ha egy kédra a Hamming-korlatban egyenléség all, azt perfekt
kédnak nevezziik.



9. feladat

A kovetkez8 kddra teljesiil-e az MDS (Maximum Distance
Separable) tulajdonsag?

a = (00000), ¢ = (11111)



9. feladat

A kovetkez8 kddra teljesiil-e az MDS (Maximum Distance
Separable) tulajdonsag?

a1 = (00000), o = (11111)
Megoldas. n =5, 2k =2 tehat k =1, és dmip = 5:
dnin=5=n—k+1=5-1+1

teljesiil, tehat a kéd MDS.



10. feladat

A kovetkez8 kédra teljesiil-e a MDS tulajdonsag? (Ez a 7. feladat
kédja.)

(000000), (001011), (010110), (011101)
(100101), (101110), (110011), (111000)



10. feladat

A kovetkez8 kédra teljesiil-e a MDS tulajdonsag? (Ez a 7. feladat
kédja.)

(000000), (001011), (010110), (011101)
(100101), (101110), (110011), (111000)

Megoldas. n =6,k = 3, dnin = 3.
n—k+1=6—3+1% dmin=23

Nem, ez nem egy MDS kéd.



11. feladat

Egy perfekt kédra n = 15, és a kéd t = 1 hibat képes javitani.
Mennyi k értéke?



11. feladat

Egy perfekt kédra n = 15, és a kéd t = 1 hibat képes javitani.
Mennyi k értéke?

Megoldas. Perfekt kédokra a Hamming-korlatban egyenléség all:

tehat kK = 11.



