5. Szo6rédas a céltablan / Kockadobasok
Az eredmény mindsitése: mérési bizonytalansag, hiba-eloszlasok, hibaterjedés

Egy mérés nem mérés, egy szamitas énamitas.

1. A mérés osszehasonlitas, ¢s az 6sszehasonlitasban mindig van némi bizonytalansag
(uncertainty): mar maga a mérd(léc) felbontasa (resolution) alapkorlat!

Which of the following best describes the length
of the beetle's body in the picture to the left?

L [ ==}
PF i , ,Rénézésre” ez a helyes
E Between 0 and 2 in vélasz, a méréeszkdz
E S C . 0.1 in felbontasa miatt.
E . L Between 1.and 2in (De szemmel is lehet
L& ] becsiilni...
E \ c C Between 1.5 and 1.6 in uini-)
B E .
E
E 1inch = 2.54 cm C Between 1.54 and 1.56 in
= I Between 1.546 and 1.547 in
[

2. A mérési pontossag (accuracy) és hasonl6 feltételekkel ismételt méréseknél a
megismételhetdség (repeatability; régebben: precizitds [precision]) jol szemléltethetd egy
16lappal: vajon a céltabla kozépkorében lesznek-e a taldlatok (6t 16vésnél)?

A méréstechnika nyelvén megfogalmazva: a mért érték (measured value; az aktudlis
talalat) mennyire kozeliti a valodi értéket (true value; a célpontot)?

1 3 4

.
.
]
.
.
.

1. The "beginner" (inaccurate/imprecise)
2. Repeatable but poor accuracy

3. Accurate but not good precision

4. The "expert" (accurate and precise)

Igen sok kisérletre a szorodasi gérbék
(a véletlen hatasok miatt un. harang-gorbék)

L becslik az egyes esetek talalati gyakorisag-
: eloszlasat és tajékoztatnak a hiba (error)
Increasing "TRLIE Increasing természetérol.
Brror WALLUE" errar

Egy ,.kezdd” [1] pontatlan, nagy a szordsa: minél nagyobb a bizonytalansag, annal kisebb
az ismétloképesség; mig a ,,profi” [4] pontos €s preciz (a valodi értékhez kozeli és jo
ismétloképességii). A [2] eset korrekcioval a [4] esetté ,,varazsolhat6™!
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Talan meglepd, hogy a talalatok véletlen elhelyezkedése ellenére, sok kisérlet szamba-
vétele esetén, a hiba (error) matematikailag is jellemezhetd harang
alaku szorodasi (gyakorisag-eloszlasi) gorbékkel. A csucsnél van a

3 legval6szintibb (varhato) érték: itt csoportosulnak a taldlatok, a széles

terjedelem pedig nagy bizonytalansagra (nagy szorasra) utal.

N

m .
Ezek a gorbék a vérhat6 érték (m = mean) és a pontossag mértékét jel-

lemz6 szoréds (o) paraméterekkel irhatok le, és (mig maga az ,,m + ¢” szoras-terjedelem
az eseteknek csak 68%-at tartalmazza, addig) az eseteknek mar 95 %-a esik az ,,m + 26”
tartomanyba, mig 99,7 %-a az ,,m = 3¢” tartomanyba (In. 2c- ill. 36-szabaly). A mérési
bizonytalansag ,,.+ 2c (vagy + 3c)” értéke tehat jol jellemzi a pontossagot (— a mérési
eredményeknek csak igen kis hanyada eshet ezen a hataron kiviil).

Az ilyen fajta, a gyakorlatban altaldnos — sok kis hatas 6sszegzddéseként fellépd — hiba-
eloszlas kialakuldsat konnyen megérthetjiik ,,kockazassal”.

3. (a) Szabalyos kockaval dobva, mivel a kockénak nincs kitiintetett oldala, egyforméan
1/6 a gyakorisadga annak, hogy a dobas eredménye 1-es, 2-es, ... vagy 6-0s. Ebbol persze
nem jésolhatd meg, hogy egy dobasnal éppen mi jon ki (az eredmény véletlen'), de sok
kisérletnél varhato (jo kozelités) az egyenletes eloszlas.

Folytonos valtozora attérve, pl. a valos szdmok egészre kerekitésénél ugyanez a helyzet: a
* V5 értéktartomanyu kerekitési hiba gyakorisag eloszlasa egyenletes. A kerekitett érték
(,,mért érték”) ismeretében nem tudjuk megmondani, hogy mennyi volt a hiba értéke, de
nincs ok arra, hogy barmelyik hibaérték (a + 2 tartomanyban) kitiintetett legyen, tehat
feltételezhetd az egyenletes eloszlas.

(b) Ha most ket teljesen egyforma (tehat nem “cinkelt”) és kiilsére megkiilonboztet-

hetetlen kockat feldobunk, akkor milyen lesz a

dobott szamok Gsszegének eloszlasa? Osszeg  Lehetséges esetek ﬁyakl‘(’ftisgg )
erekitett %

A lehetséges esetek szambavételével és

feltételezve, hogy barmelyik ezek koziil azonos i Zig = ZOZ
gyakorisaggal fordul el6 (marpedig mi 4 3/36 = 8%
indokolné ennek ellenkezdjét), ez a feladat 5 4136 = 11%
konnyen megoldhatd. A tizenegy lehetéség mar 6 , 2+4, 343, 4+2, 5+1 5/36 = 14%
nem egyforma gyakran fordul eld: a 7-es varhat6 7 146,25, 3+4, 443, 5+2, 6+1>6/36 = 17%
leggyakrabban, mig 2 és 12 legkevésbé. 8 246,345, 444,543, 61 5/36 =14%

9 , 445, 5+4, 6+ 4136 = 11%
Masképp szemlélve (és a diszkrét esetrdl attérve 10 y 3/36 = 8%
folytonos véaltozokra) azt is kérdezhettiik volna, 11 2/36 = 6%
hogy mi két flggetlen, egyenletes eloszlasu, 12 1/36 = 3%

véletlen valtoz6 0sszegének eloszlasa?
Valasz: az Un. héroms26g2 (Sirnpson3 ) eloszlas.

Ilyen tipusu hiba eloszlasra (a £1 értéktartomanyban) a méréstechnika gyakorlatdban is
van példa (ido[tartam]mérés: periodikus 6ra-jelek kapuzott /START—>STOP/ szamlalasa).
Tobbnyire azonban sok (kis, véletlen) hatés egyiittese eredményezi a hibat.

! Jol tiikrdzi ezt mindennapi nyelviinkben a ,,kockazat* szo.
2 Ha nem azonos a két valtozé tartomanya, akkor trapéz alaku eloszlas adodik.
3 Simpson (1710-1761) az els hibatérvények (eloszlasok) megalkotéja.

18



(c) Folytatva a sort, és egy kicsit ,,ugorva”: ha sok kicsi, egyenletes eloszlasu hatas
0sszege okozza a mérési bizonytalansagot, vagyis véletlen hibaval allunk szemben, akkor
ez az eset harang-gdrbe tipust (un. normalis vagy Gauss?) eloszlassal modellezhetd.
Ennek , kialakuldsat” a Galton-deszka® (golyotereld) kisérletben magunk is meg-
tapasztalhatjuk (quincunx board: http://www.jcu.edu/math/isep/quincunx/quincunx.html ):

a lees6 golyokat az egymas utani akadalyok® egyenld valésziniiséggel
terelik két iranyba, és igy végiil a legnagyobb gyakorisaggal a kozépso

tartalyba érkeznek, mig a sz¢€Is6 tartalyokba torténd bekeriilés esélye e
csokken. A golydk tehat nem egyforma valdszintiséggel kertilnek a oo #o o

o Q e]

o 0 0
|=|§|§\:

Q

tartalyokba: a normalis eloszlasra jellemz06 harang-alakzatot veszik fel.
Ez a tipus széles korben hasznélhat6 a véletlen hiba becslésére.

4. Néhany tovabbi problémat (ellentmondast) ,,huszarvagassal” oldunk meg.

(a) A méréstechnika els0 csele: valodi érték — helyes érték

(Hagyomanyos felfogas szerint) a mérési eredmény (m) és a mérendd mennyiség valodi
érteke (X) kozotti kiillonbség a mérés hibdja (H). Mas szoval, az un. additiv modell
(mérend6 + hiba = mért érték) irja le a mérést

X+H=m, vagy x-(1+ij:x-(l+h):m
X

ahol h a relativ hiba.
Sajnos a valodi érték elvileg sem ismerhetd meg,’ az igy definialt H hibat nem tudjuk
meghatarozni. Ezért a valodi érték helyett az Gn. helyes® értéket hasznaljuk, amely olyan
mért (vagy megegyezés alapjan elfogadott) érték, amely megfelelden kis hibaju (a fenti
definicid szerint, az adott mérési feladatnal)!
A h (relativ, ,,%-0s” hiba) gyakran egyszeriibben kezelhet6 és jellemzSbb’ a mérési
adatra, mint H (az abszolut hiba). De a helyzet ugyanaz: X ismeretlen. Ezért a relativ
hibanal viszonyitési alapként a megismert m mért értéket hasznaljuk!
Praktikusan elhanyagolhato az eltérés a két értelmezés kozott, mert h << 1:
hoH_ H &~H(1+HJ~H

x:m—Hzl—(H/m)~m m m
ahol kihasznaltuk, hogy (H/m) << 1, igy 1/(1-y) = 1+ y, és (H/m)* — 0 (vagyis a ,.hiba hibaja”
mar nem szamit, mert ,,masodrendil kicsiny” mennyiség).

* Gauss (1777-1855), a “matematika fejedelme”, a hibaelmélet ,nyelvén” alapozta meg a valdsziniiség-
szamitast.

5 Galton (1822-1911, Darwin unokadccse) a mérés megszallottja: ,,Ahol csak tudsz, szamolj!”

® Egyenld tavolsagokban 16v6 “szogek”, amelyek a megel6zd sor szogei kozotti tavolsagok kozéppontja ala
esnek.

7 Jsmeretelméleti probléma” (— Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio).

¥ A helyes érték tehat nem mas, mint az elérhet legpontosabb méréssel meghatérozott érték. Szinonimék:
megegyezés szerinti (konvencionalis) érték, vonatkoztatasi (referencia) érték, ,,legjobb becsld”.

Egy konkrét mennyiség helyes értékét az etalonok adjak (kdzvetleniil vagy kozvetett mdédon — az
akkreditalt hitelesitd laboratériumokban, ill. a mérésiigyi hivatalokban). Mér6eszkodzeinket ezekhez
igazitjuk (kalibraljuk). Az ,,igazitads” mindsége hatdrozza meg egy eszkdz pontossagat, konkrét mértéke
pedig azt adja meg, hogy a mérdeszkoz alkalmazasakor varhatéan mekkora mérési hibat kdvetiink el. Ezt
kozli veliink a mérdeszkoz specifikacios adatlapja.

? Az a mérés pontosabb, amelynek a relativ hibaja kisebb. P1. 3 mm-es abszolut hibaval megmérni 3 m-t
nyilvan nagyobb pontossagot jelent, mint 30 cm-t (az els6 esetben 3/(3-10°) = 0.1%, mig a masodik esetben
1% a relativ hiba).

19


http://www.jcu.edu/math/isep/quincunx/quincunx.html

(b) A méréstechnika masodik csele: mérési hiba — mérési bizonytalansag

Tobbszor elvégezve (ha leheteséges) ugyanazt a mérést azt tapasztaljuk, hogy rendre
eltéré eredmény kapunk, a befolyasolo tényezok sokfélesége és a korlatozott ,,kézben-
tarthatosadg™ miatt. Nem redlis célkitlizés tehat, hogy a H mérési hibat egyetlen konkrét
szamértékkel adjuk meg. Ezért olyan paraméterrel fogjuk mindsiteni a mérést, amely a
hiba alakuldsaval kapcsolatos bizonytalansag-érzetiinket, az értékek szorodasat fejezi ki
(mint pl. harang alaku [Gauss] szorodasi gorbe esetén a ,,x 26, vagy * 3c” szérodasi
korlat), és ezt a paramétert a mérés bizonytalansaganak '’ nevezziik.

5. A mérési eredményt gyakran tobb, kozvetleniil mért értékbodl szamitassal hatarozzuk
meg. Ha ismerjiik a hibaoroklddés szabalyait,'' akkor ennek felhasznalasaval a szamitott
érték hibaja is megadhato.

Az alapmiiveletek esetén a relativ hibakorlatra egyszerii becslések adhatok.

Legyen a két mért mennyiség a és b, és azok relativ hibainak korlatja: hg ill. hp.

(a) 0sszeg: a nagyobb korlat az 6sszegnek is hibakorlatja (ez felsd becslés, de egyszerii-
sége miatt célszeril), azaz hg+p < max(hg ; hp)

(b) szorzat ill. h&nyados: a tagok osszege (jo kozelités, eltekintiink a masodrendiien
kicsiny hatastol), vagyis hgp ~ hg + hp ill. hgp ~hg + hp

(c) kulldnbseég (a > b): a tagok stilyozott Gsszege

ho, <2 p P
a-b a-b

amibé] kitiinik, ha kicsi a kiilonbség (kozel azonosak a mennyiségek), akkor igen nagy'
lehet a relativ hiba max. értéke.

h,

Tegyiik fel, hogy 1 % pontossaggal (relativ hibakorlattal) tudunk tavolsagot mérni. Egy 10 cm-
es szakaszt pl. ugy mériink, hogy egy adott iranyba mériink 5 m-t, majd visszamériink 4,9 m-t.
Az els6 méréskor 1 %-os hibakorlattal 5 cm-t, visszaméréskor +4,9 cm-t tévedhetiink. A hibak
ugyan véletlenszeriiek, de elallhat olyan eset, mikor egymast "erdsitik", azaz dsszesen akar 9,9
cm is lehet a hiba, ami a 10 cm-es tavolsagot figyelembe véve 99 %! (Ellendrizziik!)

A példa extrémnek tiinik, de ha csak igy ,,fériink hozza” a mérendohdz, akkor pontos mérési
adatokat kell hasznalni a szamitashoz.

1 Nemzetkozileg elfogadott, szabvanyos technikdja van a mérési bizonytalansag meghatirozasanak
(GUM: Guide to the expression of Uncertainty in Measurement), amelynek az a filozofiaja, hogy el6szor
azonositja és modellezi az 6sszes fontos dsszetevot, elvégzi a lehetséges korrekciot, majd statisztikai vagy
mas tapasztalati modszerrel becsli az eredd mérési bizonytalansagot. Ez a mért érték koriili tartomany,
amelyen beliil van (,,majdnem biztosan”, nagy valosziniiséggel) a mérendo.

,,Csakis annak a mérésnek van bizonytalansaga, amelyikét meghataroztak.”

" Matematikai modszerek (numerikus és fliggvény-analizis, valésziniiségszamitas és statisztika) segitenek
a hibaterjedési torvények feltarasaban. Itt csak egyszert, korlat (max. érték) becslések szerepelnek a
relativ hibakra, ez a legkedvez6tlenebb eset (worst case).

Megjegyzés: ha a hibak fiiggetlennek tekinthet6k, akkor — a szamitasi képlettdl fliggden — stilyozott
szoras-négyzet 0sszegzést végziink (Un. négyzetes hibatorvény).

12 Ezt elkeriilend hasznaljuk (ha lehetséges) az tn. differencialis mérést, amikor ismert referenciaval
(etalonnal) ,,durvan” kiegyenlitjiik — kompenzaljuk — a mérendoét, és a fennmarado kis kiilonbséget mérjiik
kozvetleniil (és itt — a kis érték miatt — mar nagyobb relativ hiba is megengedhetd).

PL 10,1 V mérésénél 10 V-ot tudunk kiegyenliteni (kompenzalni), igy csak 0,1 V=100 mV (a differencia
értéke) a mérendé. Ha mindkét esetben 107 V = 1 mV hibat elfogadunk, akkor kompenzalasnal 107/10 =
10 = 0,01 %-os pontossag sziikséges (1), mig mérésnél 107/ 0,1 = 107 = 1 %-os pontossag is elegends.
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6. A hiba és a mérési bizonytalansag eltér6é fogalmak a mai korszerii szemlélet és

szoOhasznalat szerint.

Ha ugyanis a 4.(a) pontban mddositott definicid X mérendd tagjanak helyes értékét nem

ismerjiik (ez a referencia érték a legpontosabb méréssel, kalibralassal, szamitassal vagy

mas modon lehet ismert), akkor a hiba nem 1étezik (ha fellép is hiba, azt egyszeriien nem

ismerjiik); ilyen esetben csak ,,bizonytalansag” van, és ez fejezi ki ,,ismeretiink hidnyat™!
A hiba tehat mindig determinisztikus (az 0j értelmezésben nincs véletlen komponense),'® mint
korrekcids tényezd szerepel a mérésben és az eszkozt tervezo feladata (1) a hibaforrasok és
hatasuk feltarasa, valamint a korrekciés modszerek megadasa és érvényesitése.

HIBA a BIZONYTALANSAG
forrasok forrasai
terjedés terjedése

osszetevoi
(,bldzsé")

nyers l ESZKOZ
HASZNALO

<— BIZONYTALANSAG
BECSLES

Kalibralas =2 KORREKCIO

mérési
bizonytalansa

Az eszkozt hasznalonak ezzel, ti. a kalibralassal ,,nem igazan kell térédnie” (bar a mai
intelligens muiszereknél gyakran opci6 a kalibralas lehetésége!), szamara a bizonytalansag
mérvado, vagyis az a mért érték koriili intervallum, amelyet a bizonytalansag-becslés allapit
meg, eloirt modszerekkel, az adott mérésnél lényeges dsszetevok (a ,,biidzsé™) alapjan.

Persze azonnal észrevehetd, hogy pl. a megel6z6 5. pontban a ,,bizonytalansag” sz6
kell(ene) a ,,hiba ” helyett. Hat, igen... nehéz felhagyni a megszokottal. De az eszkozt
hasznal6 szamara (és a hétkoznapi beszédben) megengedhetd ez a lazasag'® a szohasz-
nalatban. Elsdsorban ugyanis az eszkozt tervezé (és hitelesité) munkajdhoz sziikséges a
‘hiba’ és a "bizonytalansag" hatarozott elkiilonitése, mert minimalizalasuk egészen eltérd
modszereket igényel, és a (szigort értelemben vett) hibacsokkentés dontden strukturalis
(tehat elsésorban a tervezd kezében 16v6) modszerekkel ' lehetséges.

Példaul a széles kdrben alkalmazott Gin. differencialis strukturaval csak a “hiba® konstans

(,,additiv”) része korrigalhatd, mig a mérenddvel aranyos (,,multiplikativ”’) része nem.

1 Nehéz elfogadni a valodi érték “felaldozasat” (és helyette a “helyes érték és a “bizonytalansag’
hasznalatat) azoknak, akik a régi terminolégiaval tanultadk meg értékelni méréseiket.
Elvi szempontbdl vilagos a (valodi értékre alapozott) hiba hagyomanyos felosztasa szisztematikus
(determinisztikus) €s véletlen (korrekcids tényezokkel nem kikiiszobdlhetd) osszetevokre. De ez az
osztalyozas nem praktikus: nem ismert (nem megismerhetd!) a mérendd valodi értéke (igy aztan a hiba-
definicid pusztan teoretikus), masrészt a szisztematikus hibanak is csak egy része kompenzalhato (ti. az,
ami ismert).
' Hasonlithato ez a ,.kg” tdmeg-egység esetéhez, amit a koznapi nyelv suly-egységként is hasznal:
Htalstlyos: 95 kg”. (Volt ugyanis idészak, amikor a kg sulymérték volt, ez a hatas lassan mulik el.)
"> A “hiba" és a "bizonytalansag' csokkentésében kozos modszer: olyan mérési elv kivalasztasa, amely a
befolyasold mennyiségekre kevésbé érzékeny, vagy a mérendd védelme (arnyékolas, szigetelés...).

A “bizonytalansag' csokkentéséhez specialisan az atlagolas €s a sziirés hatasos miivelet.
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Ha a szenzor érzékenysége (atviteli tényezdje) ,,S” €s a hibat okozo, nem kivanatos befolyasolo
mennyiség AB valtozasa ,,c” additiv (konstans) és ,,a” multiplikativ (aranyos) faktorral hat:

y=SxXx+(c+ax)AB,

Kompenzalo4

akkor differencialis hiba-kompenzalassal:
z=kAB ¢és k=c

beallitassal eliminalhat6 az additiv hiba-rész (az y. kimenetben mar nem jelenik meg).

7. A eredményhez tarsitott mérési bizonytalansag
e ismerete teszi lehetdvé az egymassal egyenértékii eredmények egybevetését,
e meghatarozasanak és kifejezési formajanak'® eldirasa (szabvanyban rogzitett
normativa, miiveleti definicio, és tegyiik hozza: a kreativitas €s a j6zan ész)
biztositja a mérések egységességét,
e szigorusagi foka pedig alkalmazasfiiggd (és természetesen kiillondsen erds a
vizsgald, kalibralo és etalon-6rz6 laboratoriumokban).

A bizonytalansag-becslés a mérési eredményt befolyasolo tényezok szambavételét,
nagysaguk elemzését, a dominans Gsszetevok kivalasztasat és kombinalasukat'’ jelenti.
A ,,blidzsé”-ben a gyartoknak a mérdeszkdzre megadott specifikacidja csak az egyik (de
persze alapvetd) dsszetevo!

A bizonytalansag értékelése segiti az alkalmazott modszer elvének jobb megértését is,
rémutat a modszer kritikus pontjaira, €s a mérési modszer érvényesitd ellendrzésének
(validalasanak) kulcsfontossagu része.
Elvi jelent6ségli elvaras a méréssel szemben az objektivits. A mérési bizonytalansag
kiértékelése persze Ohatatlanul magaban foglalja egyes tényezok szubjektiv megitélését
(s ez nem ritkan elbizonytalanithatja magat az eszk6zhasznalot is), a szabad valasztast
azonban célszerlien korlatozza példaul egy szabvanyban rogitett normativa.

1 Keriilni kell pl. a tilzott latszolagos pontossagot.

Konvencié szerint: annyi tizedes jegy legyen az eredményben, hogy csak az utolso jegyben lehessen eltérés
(és az utolso6 elétti jegyben még nem), pl. m = 1.24 = 0.03. Vagyis ne tévessziink meg az elért pontossagot
illetéen.

7 A mérési bizonytalansag minden dsszetevdjét szoras értékkel kell megadni. Ezek meghatarozasanak két
alapmodszere:

—,,A tipusu” kiértékelés: statisztikai modszerek (észlelési sorozatok elemzése),

—,,B tipusu” kiértékelés: mas informaciok, pl. gyarto specifikacid, kalibracios adat.
Az 6sszetevokbdl az eredd szoras (standard bizonytalansag) a terjedési szabalyokat felhasznalva adodik.

Gyakran — az alkalmazasok igényei szerint — ennek kiterjesztett valtozatat: k = 2, 3, ... tényezdvel
megszorzott értékét hasznaljuk (a nagyobb megbizhatosag érdekében, hogy az igy kapott, a mért érték
koriili tartomany ,,majdnem biztosan” tartalmazza a mérendét).
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