6. A szinusz' 6rokké szinusz
Jel szintézis (Fourier-sor 0sszeg), spektrum (FFT?)

(A régi gorogok szerint is) a legtokéletesebb mozgéas az egyenletes kérmozgas.

1. Az y(t) = y(t+T) periodikus jelek kozott kitiintett szerepe van a szinuszos hullam-
formanak, amelynek leirasahoz harom paraméter elegendo:

y(t) = A-sin(w-t+¢,), ahol o=2r.f :le

o korfrekvencia, f frekvencia (egysége: hertz [Hz] = 1/s), T = 1/f periodusidd (egysége:
szekundum [s]); A amplitadé (max. kitérés a nyugalmi helyzethez képest); a ¢ = o-t szog
a fazis (egysége: radian [rad]), @o az idémérés kezdetétdl fliggd kezdofazis.
A természetben szamos jelenségnél tapasztalunk harmonikus rezgémozgast, amelynél a
kitérés-id6 kapcsolat szinuszos”.
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Minden harmonikus rezgémozgashoz talalhato olyan egyenletes kormozgas, amelynek
érintére vett vetllete (,,arnyéka a falon”) ugyanazt a mozgast végzi, mint a rezgémozgas.

(A kormozgas szogsebessége egyenlo a rezgémozgas korfrekvenciajaval, és itt a frekvencia
megnevezese: fordulatszam; a korpalya sugara R = A).

Ha a fazisvaltozas 2w (egy teljes koriilfordulas, vagyis ha eltelt T periddusid6), akkor a mozgas-
allapot ugyanaz (azonos fazisban van, mert a sin fliggvény 2n szerint periodikus).

Az eredetivel ellentétes fazisba keriil, ha a fazisa n-vel (azaz 180°-kal) valtozott.
Faziseltolassal pl. sin(wt + 7/2) = cos (mt). Megjegyzendd, hogy a faziseltolas iddeltolast jelent:
sin(ot+@y) = sin(o[t+(@y/27)-T]).

Harmonikus rezgésre tovabbi fontos példak még: egy aramkorben mért U valtakozé fesziiltség
(vagy | aramerdsség) id6beli valtozasa; a tiszta zenei hang (magassaga f-tol fiigg, eréssége A-
tol); a kiilonféle elektromagneses hullimok...

A szinuszos jel specialis tulajdonsaga, hogy ,,megtartja azonossagat™:
e azonos frekvenciaju (eltéré kezd6 fazisu) jelek 0sszege is szinuszos
e linearis rendszer valasza azonos frekvenciaji szinusz (igy a szuperpozicio-elv alapjan a
rendszer frekvencianként kiilon vizsgalhatdo — amplitado- ill. fazis-karakterisztika)

! Szinusz csomé (a jobb pitvar falaban talalhat6 ,,szivdobbands-generator”): specialis szivizomsejtek,
amelyek id6r6l idore akcids potencialt (izomrangast, pacemaker-aktivitast) hoznak 1étre, biztositva a
szivizom ritmusos 0sszehtuzodasat. Az elektromos jelek a szivbol kiindulva a test kiilonboz6 részei felé
terjednek, testfelszini elektrodakkal meg is mérhetdk (in. elektrokardiogram: EKG).

[A bioritmus ,,joslasok” valojaban Hold-periodusu, fazisban eltolt szinusz hullamok amplitidé adatai,
kiilonb6z6 datumoknal ...]

2 FFT: Fast Fourier Transform (gyors Fourier transzformacié ~ Fourier-sor felbontas)

3 A mindennapi életben a rugéra fiiggesztett rezgd test kitérései csillapodnak (egyre kisebbek lesznek), mert
csokken a rezgd rendszer energiaja. Ha az elveszett energiat a megfeleld litemben potoljuk, akkor a test
tovabb rezeg a "kényszer" hatasara.
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e [integralasa, derivalasa is szinuszos jelet eredményez]

2. Minden periodikus jel eldallithat6 szinuszos jelek 6sszegeként (Fourier-sor). Ennek
tobbféle ekvivalens alakja van, az egyik az in. kompakt forma (cos hullamok szummaja).
A gyakorlatban véges szamu tag (komponens) elegend6 adott pontossagu leirashoz.

(a) Ha a jelperiddus T = 1/ fo, akkor a harmonikus komponens frekvenciak értéke: n £y
(n=1,2, ... egész szam) és fy (= 1/Ty) az alapharmonikus.

(b) A jelalak hatdrozza meg az amplitidé (A,) és a fazis (¢n) adatokat,” vagyis ezekkel

egyértelmiien jellemezhetjiik az adott hullamformat: pl. az egyenletes ,,frekvencia skala”
mentén, az amplitido-értékekkel aranyos hossziisagti vonalakkal torténd abrazolas a jel
amplitado spektruma.

Szinuszos jelnél — természetesen — csak egyetlen vonal van. Négyszog és haromszog jelnél csak
paratlan szamu komponensek 1épnek fel. Az amplitid6 SPEKTRUM abrazolasnal valasztott
linearis skalan a kis értékii komponensek mar ,,eltliinnek” (nem igazan lathatoéak), mint pl. a
haromszdg jel esetén. Ezért a gyakorlatban ,torzitott”, a kis értékeket kiemeld, nagysagrendi
megadas célszerti, vagyis logaritmikus skala (az alapharmonikus amplitidojahoz viszonyitott
arany): ,,[dB] = 20-log (arany)” értékli megadas.

(c) A spektrumbdl a JELeket matematikai szoftver generalta (az adott képlet szerint).

Négyszog (vagy flirész) jelnél kevés 20 komponens a ,,jo” ¥f e gos(ogtytcos(3m,y)
szintézishez. Ennek oka: az igen ,,éles” jelvaltasok miatt ,,sz¢éles” a

spektrum (technikai zsargonban: nagy a savszélesség), és a
harmonikus szdm névekedésével lassan csillapodnak a spektrum-

vonalak (s ebbdl csak keveset hasznaltunk fel a szintézishez). A

vizsgaldjel-forrasok (generatorok) felépitésénél alapeljaras ez a szintézis-technika.
3. Ha specialisan véges szami harmonikus komponenst tartalmaz az y(t) periodikus jel
(matematikai nyelven: trigonometrikus polinom), akkor a jel spektrum komponensei az
y(t) jel mintdibdl is megadhatok! Mégpedig az f; = 1/4t egyenletes gyakorisaggal (a
t=14t,i=1, 2, .., N helyeken) mintavett y(i-At) = y; értékekbdl, és N mintabol kevesebb
mint N/2 harménikus komponens (amplitadé és fazis adat).’

* A Fourier transzformacié teremt kapcsolatot az idStartoméanybeli leiras: a jel (hullamforma) és a
frekvencia tartomanybeli leiras: a spektrum kozott. (A komponensek kiszdmitasa a matematikusok dolga.
Ismeretlen jeleknél méréeszkozt, spektrum analizatort hasznalunk.) A kétféle megadas egyenértékii. A
gyakorlatban a feladat szabja meg, hogy melyik tartomanyt célszer(i hasznalni.

A spektrum elnevezés a fénytanbol ered. Newton (1664) vékony résen at keskeny fehér fénynyalabot
bocsatott iivegprizmara. (A ,,legszebb tiz fizikai kisérlet” k6zott a negyedik helyezett.) Azt tapasztalta,
hogy a fehér fény mar az els6 torés utan szines nyalabokra bomlott. A szinek csdkkend hullimhossz
szerint: vOr0s, narancs, sarga, zold, kék és ibolya.

A jelenség oka: a férésmutalo fiigg a fény szinéfol.
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> Diszkrét adatokkal operald mérési eljarasokhoz igen kedvezé ez az n. diszkrét Fourier transzformécio
(DFT), aminek gyors kiszamitasat végzo szamitogépes algoritmus az FFT (1965, Cooley & Tukey).
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Fourier-sor — kompakt forma:

y(t)= A, +iAn cos(2z -nf, t+¢,)

n=1

fo alap frekvencia, 2fq, ... (fel)harmonikusok (n=1, 2 ... egész szam)

Fourier-sor komponensek: A, amplitadoé és ¢, fazis
SPEKTRUM éabra: csak az amplitidé adatok
A egyenszint — a harmonikus adatokat nem befolyasolja

XY

Fesziiltség hulldimformak: U volt, Ay = 0 és minden JEL 20 komponensbdl szintetizalva

Szinusz jel (sine):

A=U, ¢ = —% (@, =0, ha cos hullam!)

v(t)=U 005(2771- f,t —%} =Usin(271- f, t)

Négyszog jel (square):
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(linearis amplitido skala)
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v(t)= ﬂEsin(zfz f, t)+§sin(27r3 f, t)+%sin(27r5 f, t)+%sin(27z7 f 1)+ }

Haromszog jel (triangle):

n paratlan: A, =82—U2 @, =0
n“z
n paros: A, =0 @, =0

o)=Y

Fiirész jel (saw-tooth, ramp):
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7[%%5(27[ fot)+3L2cos(27r3f0t)+5L2 ( 0 )+7izcos(27r7f0t)+..}

e in secands.
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v(t)= —Bsin(Zﬁ f, t)—%sin(27z2 f 1)+ %sin(2ﬂ3 f, t)—%sin(27z4 f 1)+ }
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A mért mintasorozat (az N mintabol all6 idorekord) hossza To = N-At, ez adja a jel periddus-
ido6tartamat, tehat az alapharmonikus frekvencia értéke:

1 1 f,
fO = = —
T, N-At N
Mivel az FFT N/2 szamt harmonikus komponenst ad (azaz véges Osszegl a jelet visszaallito
Fourier-sor), ezért a maximalis komponens-frekvencia

fnax = (N/2)-fo = (N/2)-(f/N) = £,/2,

lehet, ami azt jelenti, hogy a jelben talalhaté max. frekvencia-komponensnél (legalabb) kétszer
nagyobb mintavételi frekvencia sziikséges!

A frekvencia-felbontas® az N mintaszam novelésével javithato, de ez megnoveli a miiveleti idot
(hosszabb ideig tart a szamitas). A mérhetd spektrum savja f; ndvelésével szélesithetd.

1. probléma: ismeretlen jelnél nem tudjuk elére, hogy az ,.trigonometrikus polinom”-e. (Az
FFT ugyanis feltételezi a T, szerinti periodicitast!)’

Megoldas: FET-szamitas elétt mesterségesen ,,periodikussa kényszeritjiik” a mintasorozatot un.
ablak (sulyozo) fiiggvénnyel valo szorzassal (amelynek értéke 1, de nullahoz tart a rekord
sz¢lén). Ez ugyan némiképp modositja a jel-szegmens adatokat (és igy a spektrumot is), de
ismerve a valtoztatas hatasat, az eredményt értelmezni tudjuk.

2. probléma: nem tudjuk elére, hogy van-e fy/2-nél nagyobb frekvencidji komponens a jelben.

(Ez a mintavétel miatt felismerhetetleniil ,,belekeveredik” a kiszamitott spektrumbal)

Megoldas: mintavétel eldtt kisziirjik az fy/2-nél nagyobb frekvencia-komponenseket! Ha ez

nem lehetséges, akkor ,kiismerjiik” ezt a frekvencia-bizonytalansagot (amit maga a mintavétel

okoz) és mas modon védekeziink, vagy megprobalunk vele ,.egyiitt élni”, vagy kihasznaljuk.
Az FFT spektrum-analizator (numerikus mintasorozatot feldolgozé szoftver) a jel
mintavett (mért) értékeibdl szamitja az osszetett jel harmonikus komponenseinek
amplitado (An) és fazis (¢n) adatait, mig a frekvencia értékeket (nfo, n=1, 2, ... N/2)
eldre régziti a valasztott fs mintagyakorisag és az N rekordhossz (fo = fs /N).

4. Miért fontos a jelek frekvencia tartomanybeli leirdsa (a spektrum)? Mert itt (a) a jel-
torzitdsok (nem kivant frekvencia komponensek) kimutathatdk, (b) a lineéris rendszer-
modell atvitele igen jol elemezhetd, (c) a kommunikacioban alkalmazott modulacios®
eljarasok sajatsagai attekinthetok és (d) a mintavétel hatadsa szemléletes.

b Af = jeloléssel a képlet AteAf = (1/N) alakba irhatd, amibél kitiinik: az idétartoméany At felbontasa és a
frekvencia-tartomany Af felbontasa nem valaszthaté meg egymastol fiiggetleniil! A mérésnél tehat fontos
paraméter az N rekordhossz.

" Ha nem ilyen a mérend§, akkor igen meglep6 jelenséget tapasztalunk. Legyen To = 1 s a mért idérekord
hossza, azaz Af (=fy) = 1 Hz a spektrum felbontasa (ami az FFT-vel szamithaté harmonikus komponensek
kozotti tavolsag). Ha a mérendd jel egyetlen szinusz, és frekvenciaja pl. 77,5 Hz, akkor éppen ,,feleuton”
van két, egyaltalan lehetséges (77 és 78 Hz) spektrum vonal kozott! (Tehat a mért jel-szegmensre nem all
fenn a Ty szerinti periodicitas, mert az egy nf, frekvencia-értéket tételez fel.)

Az FFT, szerencsére, ,,nem vak” erre az esetre (az lenne a ,,rossz valasz”), hanem olyan komponens-
adatokat general, amelyekkel a Fourier-sor altal szintetizalt kozelito jel ,,[négyzetes] eltérése” a mérendd
jeltol minimalis. Mas szoval: a kozeli, 1étezd spektrum vonalaknak ad értéket (merthogy nem tud egyetlen
vonalat megadni!), szemléletes technikai zsargonnal: a spektrum ,,szétszivarog”.

A spektrum-szivargas egyrészt frekvencia- és amplitudo-érték hibat okoz, masrészt ,,elnyomja”
(felismerhetetlenné teszi) a kozeli, a mérendo jelben ténylegesen jelenlévo kis amplitadoja frekvencia
komponenseket. Ezeket a hatasokat enyhiti az un. ablak (stlyozo) fiiggvény alkalmazasa. A célszer( ablak-
fiiggvényt a mérési cél hatarozza meg.

¥ Informacioatvitelre a szinuszos jel valamelyik paraméterét véltoztatjuk (= modulaljuk).
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