METRIKAI DIMENZIO, (MERTEK)EGYSEG

Egy mérheté mennyiségnek alapvetd jellemzdje a nagysaga (értéke). A metrikaban a
(mérd)szadmnak onmagaban, a (mérték)egység nélkiil, nincs jelentése: valamely
mennyiség nagysagat a szdm (a mért érték numerikus része) és az egység szorzata adja.’
Az egység a mennyiség specialis értéke, amit referenciaként hasznalunk. A mérendd

1. Hét fiiggetlen alapegységbdl (és mas, elozetesen ezekbdl definialt egységekbdl) lehet a
szdrmaztatott egységeket létrehozni,” a mennyiségek definialo egyenlete” alapjan.
Szamos ezek koziil kiilon, specialis nevet is kapott.

P¢ldéul: a villamos ellenallas egysége az ohm [Q]. Az Ohm térvénybdl (R = U/I)

kiindulva és a zardjelbe tett nem alapegységeket (V: volt, W: watt, J: joule, N: newton) a

definialo osszefiiggésekkel helyettesitve
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kapjuk az egység meghatarozasat az alapegységekbdl. (Ami ugyan nem egy ,,szivderito”

kifejezés, de jol mutatja az alapegységektdl valo fliggést: a dimenziot)
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A specialis név hasznos, mert segiti

e azegység egyszeru leirasat/megadasat,

e mas egységgel valé kombinalasnal () egység szarmaztatasnal) a vilagos

értelmezést,

¢s lehetdvé teszi

o az egység tobbszordsét / tortrészét jeldld prefixum hasznalatat.* >

1.2 MQ (=1.2:10° Q = 1200000 Q)
(I=UR =)5V/1kQ=5mA [k=10°, m=10"]

2. Az azonos metrikai dimenzio, ami végiil a definidl6 egyenlet algebrai egyszeriisitésé-

bol adodik, nem jelenti azt, hogy a mennyiségek is azonosak. Ilyenkor a valodi jelentést a
definial6d osszefliggés hatdrozza meg.

Példaul: (a) Jol értelmezett mennyiség egy gépkocsi ,,fogyasztasa 100 km-ként”, ami SI
egységben (V: lizemanyag térfogat, L: tavolsag)

F:KZQ m_3:m2
L 7, m ’

dimenzidja ,.teriilet” (¢, az ekvivalens térfogatu kocka éle, £, a megtett tavolsag).

! A mérés valasztott egységhez hasonlitja a mérendét, tudni kell tehat, hogy mekkora az egység, mert
annak értéke befolyasolja a szam értékét. (Ahogyan a viccben is: ,,Mi mennyi?”)
A metrikai ,,szorzat szabaly” (a ,,Maxwell tény”) alapjan kapjuk a mért értéket.

* A SI egységek koherens egységek: egy mennyiség egységét az alapegységekbdl ugyanaz (1) az egyenlet
hatirozza meg, mint ami magat a mennyiséget definialja. fgy (és ez igen elényds) a mennyiséget meghata-
rozo6 0sszefiiggés nemcsak a meért értékre, hanem a puszta mérdszamokra is érvényes (ha azok SI egységben
adottak).

3 Megfigyelésekbol lesziirt, mennyiségeket 6sszekapcsold torvény.

* Ez fontos dimenzié nélkili mennyiségeknél.

> Sok nullanal konnyi tévedni!



A definialt érték persze nem teriilet. (Az egyszeriisitett metrikai dimenzio ,,ekvivalens
teriilet” = keresztmetszet; ezt az ,,érdekes” egységet nem is igen értené a vasarlo ...).

(b) A ,,lehullott csapadék™ mennyiségét mm egységben adjak meg a meteoroldgiai
jelentésekben. SI egységben (V az adott térfogat meghatarozott 7 teriileten)

07’ 3
C:K:;z L
T 0, m

egyszerlsitett dimenzidja valdoban ,,hosszusdg” (de nem igazan ,.tdvolsagot” reprezental,
bar konnyt elképzelni a lehullott viz ,,mélységét” egy medencében).

Az eltéréen definialt, tehat nem egynemi, am azonos dimenzidju mennyiségeket nem
lehet 6sszehasonlitani!

3. A mindennapi életben meglepd — de jol értelmezhetd — egységeket is hasznalunk,
amelyek nem SI szabvany szerintiek (,,torvényen kiviiliek”).

Példaul: arra a kérdésre, hogy ,,milyen messze” van a mozi, a valasz lehet ,,15 perc séta”
vagy ,,2 perc biciklivel”. A tavolsagot tehat idé-egységgel fejeztiik ki, feltételezve egy
adott sebességet (az s = v-r Gsszefiiggés alapjan).°

4. Dimenzié nélkiili mennyiség’ nagysiga puszta szam és nem igényli, hogy megnevez-
ziik az "egy’séget, ami: 1 (az 1-es szdm, a metrikai ,,szorzat szabaly” értelmében). Bar
nem a ,,szokdsos értelemben” vett egység, gyakran van kiilon neve. Ez a specidlis név, a
definiciora utalva, megsziinteti a félreérthetdséget és lehetdvé teszi prefixum hasznalatat.
Példaul: a (sik)szog SI egysége a radian [rad], ami specialis név és 1-et jelent, mert a ¢
sz0g (két egymast metsz6 egyenes kozotti ,terjedelem”: nyilas-szog) nagysaga
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ahol s a kornek a szoggel befogott ive, r a kor sugara. (A teljes koriv: s = K =2nr.)

Elég szokatlan, hogy a radian a (sik)szdg SI egysége, hiszen a napi gyakorlatban a fok [°]
hasznalatos (€s nem valdszinii, hogy ez megvaltozik). Az ok: rad egységben egyszerlien
irhatdak le a matematika trigonometrikus 6sszefliggései, valamint a ciklikus jelenségek
(27 reprezentél egy periodust, lasd: szinuszos jel [ ¢/2n=t/T — ¢ =2nft= ot ]).*

® A jelenleg érvényes méter-definicio az dllando fénysebességhez koti és terjedési-idé mérésre alapozza a
métert.
7 Relativ mennyiség (arany), vagy olyan szarmaztatott mennyiség, amely egységének kiszamitdsanal —a
definiald egyenletbe helyettesitve az alapegységeket — valamennyi tag ,.eltiinik”: az alapegységek
hatvanykitevoje nulla. (Tudjuk a matematikabol: x° = 1.)
¥ A radidn 2m részre osztja a K kor-keriiletet, mig a megszokott fok 360 részre. Lehetne persze egy-részre
is osztani a kort, ez a fordulat ([rev], revolution). A konverzio (az eltérd egységek kozotti relacio):

2n rad =360° =1 rev.
Példaul: (1/4) rev = 90° = (n/2) rad, és 1° = (1/360) rev, ill. 1° = (7/180) rad = 17.5 mrad.
Mondhatni: a fok a gyakorlat, a radian pedig az elmélet (és a SI) egysége. Az 1 rad, ill. 1° nem ugyanazt a
fizikai szituaciot irja le! (Mert: K/21w = 5/@q 1ll. K/360° = s/¢°)

Megjegyzés: Az f frekvencia egysége a hertz [ Hz = 1/s = s'], mivel a ,,ciklusok szama” dimenzié nélkiili.
Az o (= 2nf) korfrekvencia egysége [rad/s = 1/s =s™'], mert a radidn csak specialis név (és 1-et jelent). Bar
azonos [ s™'] a két mennyiség — alapegységre redukalt — metrikai dimenziéja, de jol lathatéan eltéréen
definialt (tehat nem egynemil) mennyiségekrdl van szo.



5. Két egynemii mennyiség aranyanak szamértéke fiiggetlen az egység-valasztastol, ez
,,a relativ mennyiség allandosdganak”™ térvénye.

Jeldlje An ill. Am a kétféle (eltéré nagysagl, de egynemil) egységet, ezekkel természetesen
eltéro: N ill. M lesz egy A mennyiség mérdszama. Konnyen belathato:
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Jol lathato az egység-valtas ,,inverz aranyossaganak” torvénye is: ha pl. Am = k-4n, akkor

M, = (4n/4m)-N, = K" Ny, vagyis ha az egység k (= 4m/An) faktorral modosul, akkor a

mérdszam k™ faktorral megvdltozik.

Példaul: V = 90 [km/h] sebesség érték mennyi [m/s] egységben? (km = 10° m, h = 60-60 s)
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90[km / h]=90-——[m/s]=90-—[m/s], vagyis Ny=90,k=3.6
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A relativ nagysagok allandosagabol kovetkezik, hogy a szarmaztatott mennyiséget
definial6 fiiggvény (egyenlet) tipusa csakis ,,hatvany-forma” lehet:
S=c-4°-B"-..

ahol 4, B ... az § mennyiséget meghataroz6 mennyiségek, a, b ... kitevok (eldjeles
szamok), ¢ konstans (lehet dimenzids is).

Egyvaltozos esetre: S = f(A4) és az a kérdés, milyen f() fiiggvény lehet a kapcsolat?

A mért értékek: S = N-ds ill. A = M-4a (ahol N, M a mérészamok, 4s, da az egységek). Az

egyenletnek a mérészamokra is igaznak kell lennie ( N = f{iM) ), ezzel f(M)-As = f(M-Aa),

és M =1 (azaz A = Aa) esetén As = f(da) / f(1), vagyis f(M-da) = [f(M)- f(4a)]/f(1).

Ez azt jelenti (atirva a valtozokat), hogy az f{xy) = [f(x):f(y)] / f(1) egyenlet megoldasat

keressiik. A megoldas:

f(x) = cx”, ahol a kitevé (el6jeles szam), ¢ konstans (dimenzios is lehet),
errdl helyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink.
Megjegyzés: ha az 4 mennyiség dimenzié nélkiili (puszta szam, vagyis 4a = 1), akkor

nincs kikotés az f{) fuggvényre és pl. sin(), exp(), log() ... is lehet, ezek argumentuméban
— mint tudjuk — csakis szam szerepelhet.

A szarmaztatott mennyiség dimenzidja tehat ,,az alapmennyiségek dimenzidinak
hatvanyfliggvénye”. (Lasd az 1. pontban: ohm egység.)
A mennyiségi egyenletre fennall ,,a dimenzi6 homogenitas” térvénye, magyaran: egy
mennyiségi egyenlet mindkét oldalan azonos dimenzidknak kell lenniiik.
Klasszikus példa: a fizikabdl tudjuk, hogy egy £ [m] hosszsagl, m [kg] tdmegponttal
jellemzett (matematikai) inga 7 [s] lengésideje (kis kitérés esetén)

t=27z\/z,
8

fliggetlen a tomeg értékétdl (1), és g [m/s”] a nehézségi gyorsulas. Az alap-mennyiségek
dimenzidja: [] =T, [{] =L, [m] =M, a szarmaztatotté: [g] = L-T™.

(a) Keressiik ¢ = const-¢*-m"-g* alakban a megoldast (a,b,c elbjeles szam), dimenziondlisan
T=1L“M*(LT?) =L“""“M"T* ((const)’ =1, dimenzi6 nélkiili)




A homogenitas torvényébdl: a+c =0, b =0, ¢ = -, innen a = 5. Azt kaptuk, hogy

- [/
t =const-01"? - g™"'"* = const |—,
g

az analizis megadja a fiiggvény-format (€s megmutatja, hogy a lengésidé dimenzionalisan
sem fligghet a tomegtol!), de nem hatarozza meg — mert dimenzid nélkiili — a const értékét
(azt kisérlettel kell megallapitani, vagy a fizikai szituacid elemzésébdl adodik).

(b) Mérjiik az id6t a ,,szivdobbanasok titemével”: 1 [sziv] = 7 [s], a tdvolsagot ,.konyokkel”:
1 [kdonyok] = A [m], ezzel az egység-valtassal a nehézségi gyorsulas ,,0j egysége”:
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A valtast helyettesitve a kiinduld 6sszefliggésbe €s egyszeriisitve
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ami ¢-re ugyanaz az egyenlet [(1/1)-val egyszerisitve], mint az eredeti, mert — mint tudjuk —
a mennyiségi egyenlet nem fiigg az egység-valasztastol (ha azok koherens rendszer tagjai).
(c) Az eredeti mennyiségi egyenlet atrendezhetd

1 t- g 1/2
formaba, ami persze ugyanazt az informaciot tartalmazza, mint az eredeti, de egy dimenzio
nélkiili csoportban. (Dimenzio6 nélkiili mennyiségeknek vagy azok csoportjainak az értéke
nem fligg az egység-rendszer valasztasatol, igy ezek alapvetd jelentdségliek.)
Megjegyzés: erre alapozva — elsdsorban sokvaltozos esetben — szisztematikusan célszerii
keresni a mennyiségi kapcsolatot. ,,Ha n dimenzios valtozoé van és k alapmennyiség, akkor
n-k fiiggetlen® dimenzié nélkiili csoport képezhetd '° és ebbdl kapjuk a megoldast”.
[lusztrativ példankban 4 valtozo (¢, €, m, g) és 3 alapdimenzié (T, L, M) van, igy
(szerencsére) n-k = 1. Ez a dimenzi6 nélkiili csoport: ¢-¢“m" g%, vagyis dimenzionélisan
T-L"-Mb-(LT'Z)" = 1. Ebb6l 1-2¢ =0, a+c =0, b =0, innen ¢ = 4, a = -4, visszakapjuk a
const-t-g"* " =1 format.

A metrikai dimenzié tehat a mennyiség ,,természete”: a tulajdonsag, ez az osztdlyba
sorolas (klasszifikacid) kiiloniti el egymastdl az eltéré mennyiségeket.

Valgjaban persze a dimenzi6 egy ,,formula”, amely az alapegységektol valo fiiggést
definidlja, igy 6nmagaban a mennyiség ,,belsd természetérdl” nem ad teljes informéciot,
hiszen nem egynemii, szdrmaztatott mennyiségek is lehetnek azonos dimenzidjuak.
Ezért a dimenzid vizsgalat, bar korrekt és jol feltarja a kapcsolatokat, nem old(hat) meg
teljesen egy [Osszetett] problémat (ahogy ezt a valasztott [egyszerii] példa is illusztralja).

Y Azsy, s,, ...s, mennyiségek dimenziondlisan fiiggetlenek, ha egyik sem fejezheté ki a tobbiek hatvany-
szorzataként; masképp fogalmazva: ezen mennyiségeknek nincs olyan hatvany-szorzata, amely dimenzio
nélkiili. Példaul: a sebesség ([v] = L-T"), a stirtiség ([p] = M-L~) és a nyomas ([p] = M-L"-T?)
dimenzionélisan nem fiiggetlenek, mert [p] = [p][v]°, vagyis p/(p-v>) dimenzié nélkiili mennyiség.

1" E7 az atrendezés redukalja a valtozok szamat, igy egyszeriisiti a megoldast.



