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Kivonat

A hangszerek fontos csoportjat képezik a kordofonok, melyek esetében a hangkeltést
megfeszitett hurok gerjesztésével érjiik el. Ez tobbféleképpen lehetséges, példaul a hur vona-
saval, iitésével, vagy pengetésével. Jelen dolgozatban elsGsorban az utébbi gerjesztési modra
koncentralunk. A huros hangszerekre altalanosan jellemzs, hogy a hur rezgési energidajabol
nem kozvetlen titon keletkezik hang, hanem — eltekintve az elektromos hangszerektdsl — a
hir rezgésbe hozza a hangszer testét, a hanglesugarzas pedig dontéen a hangszertestrél
torténik. A lesugarzott hang fizikai szimulaciojahoz ezért az els6 és legfontosabb 1épés a
htirok rezgésének szamitésa.

Hangkeltéskor a valdésadgos hurokban kialakulé rezgésalakok kiszémitasa bonyolult fel-
adat, csak idedlis esetben, durva elhanyagoldsokkal szdmithatéak ki analitikusan a meg-
jelend rezgésformak. Ezért, ha figyelembe kivanjuk venni a hurok valésidgos, nemidedlis
jellemz6it is, le kell mondanunk az analitikus megoldasrél, mivel az inhomogenitas, nem-
idealis lezarasok, diszperzio, frekvenciafiiggs csillapitas stb. egyiittes figyelembevételével a
rendszert leiré egyenletek megoldasa nem fejezhets ki analitikusan.

A numerikus technikidk az analitikus moédszerekkel szemben a fizikai egyenletek koze-
lit6 megoldasait keresik, az elérheté pontossig csak a fizikai modell részletességének és a
rendelkezésre all6 szamitéasi kapacitasnak a fiiggvénye. A probléméat ebben a dolgozatban a
végeselem modszer segitségével vizsgaljuk, mely a véges tartomanyon felirt parcidlis diffe-
rencidlegyenletek peremérték-feladatainak megoldasara szolgdlé numerikus eljaras. Ezeket
a peremérték-feladatokat munkank soran az idgtartoményban oldjuk meg.

A valosagos huarok igen fontos nemidedlis tulajdonsaga a diszperzid, mely a hir merev-
ségébdl fakad. Ez azt jelenti, hogy a hurban megjelend rezgésalakok nem tisztan transzver-
zalisak, hanem hajlité6 hullamokat is tartalmaznak. A diszperzi6é kdvetkeztében a hurban
a hullamok terjedési sebessége frekvenciafiiggs, igy a hiir médusaira is az inharmonicitas
jellemz6. A dolgozat célja a hir viselkedésének minél pontosabb szimulacidja a diszperzid
figyelembevételével.

A dolgozatban ismertetésre keriil a pengetett hur fizikai modellje, majd ennek véges-
elem modszerrel torténd leirdsa. Bemutatasra keriilnek az idedlis és nemidedalis hir véges-
elem modellje kozotti kiillonbségek. Ezt kévetGen a peremérték-feladat idGtartoméanybeli
megoldésanak 1épéseit részletezziik. Az ideélis és nemidealis hiirok modellezésével kapott
eredményeket analitikusan szamitott és mért adatokkal hasonlitjuk Ossze.






Abstract

Chordophones form an important group among musical instruments. In their case
sound is produced by the excitation of an intense string. This can be achieved in various
ways such as bowing, strucking, or plucking. This thesis focuses mainly on the latter means
of excitation. It is characteristic of chordophones that sound is not produced in a direct
manner from the mechanical energy of the string, yet (except electrical instruments) the
string excites the body of the instrument and the body becomes the primary source of
sound radiation. The first step that must be taken to be able to phisically simulate this
sound generation mechanism is therefore to calculate the vibration of the string.

Calculating the vibration shapes of real strings is a complex problem, an analytic
solution can only be obtained in the ideal case, applying rough estimations and neglects. If
the non-ideal attributes of real strings are to be taken into consideration, analytic methods
have to be given up on, as by taking inhomogeneity, non-ideal terminations, dispersion,
frequency dependent damping etc. into account at once, the resulting set of equations
would be too cumbersome to solve in an analytic manner.

In numerical analysis, contrary to the analytic methodology, an approximate solution of
the physical system is sought; hence the achievable accuracy depends only on the precision
of the model and the computational capacity at hand. In this work the problem is examined
by means of the finite element method, which is a numerical technique for solving boundary
value problems of differential equations in a finite domain. These boundary value problems
are to be solved in the time domain herein.

An important attribute of real stings is dispersion due to their finite stiffness. This
means that vibration shapes are not purely transversal, but contain bending wave compo-
nents as well. As a result of dispersion, wave velocity inside the string becomes frequency
dependent, yielding inharmonic string modes. The goal of this thesis is the accurate mo-
deling of string behavior taking dispersion into account.

First, the physical model of plucked strings and important aspects of their finite element
representation are described. Then differences between the ideal and real string model
are examined. Afterwards, the time-stepping solution of the boundary value problem is
discussed in detail. Finally, simulation results of ideal and non-ideal strings are presented
and compared against analytically calculated and measured data.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacio

Jelen dolgozat megirasat az idedlis és nemidedlis hurok mozgéasanak, valamint a disz-
perzié jelenségének mélyebb megértése, és minél pontosabb fizikai szimuléci6ja motivalta.
Kutatasunk sordn a pontszeriien megpengetett hir szimulaciojat tiiztiik ki célként.

A hangszerek hangkeltésének modellezése tobbféle modon térténhet. Kedvelt modszer
példaul az eldre felvett hangmintdk kiilonféle algoritmusokkal valé megvaltoztatasaval tor-
ténd szintetizalas, melynek nincs elvi kapcsolata a hangszer miik6désének mechanizmuséaval.
Ezzel szemben a fizikai alapti hangszintézis lényege, hogy a val6sadgos hangszer viselkedését
igyekszik modellezni, kiemelt figyelemmel kezelve annak a hangkeltés szempontjabol kulcs-
fontossagn aspektusait. A munka sorén egy a késébbiekben erre alkalmas modell 1étrehozésa
volt a cél. A fizikai alapu szimulacié hatranya, hogy alkalmazasa egy adott rendszerre kor-
latozodik, szamitasigénye sokszorosa a tradicionalis technikdknak. Munkank soran komoly
megfontolasokat kellett tenniink, hogy felmérjiik, mely tulajdonsagok jatszanak fontos sze-
repet a hangkeltésben, és melyek elhanyagolhatéak, annak érdekében, hogy a modellt ne
lassitsak a végeredmény szempontjaboél lényegtelen komponensek.

Jollehet az idedlis hir homogén és tokéletesen rugalmas, a valosagban eléfordulé hurok
tomegeloszlasa nem &allando, valamint merevségiik sem zérus. Ez utébbi kdvetkezménye a
diszperzid, mely azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 frekvenciaju hullamok kiillénb6z6 sebességgel
terjednek a huron, a hir médusai pedig inharmonikussa valnak. Az inharmonicitds mo-
dellezése nem trivialis feladat, jelen dolgozatban a diszperzidval, mint a huros hangszerek
hangkeltésének alapvetd sajatsagaval kiemelten foglalkozunk. Ugyan a diszperzié jelenségét
numerikus moédszerek nélkiil is értjiik, &m az inharmonicitas kiszdmitdsdhoz bonyolultabb
esetekben, példaul inhomogén hurok esetén mar nem taladlunk analitikus megoldast, ezért
a jelenség modellezéséhez a végeselem moédszert hivtuk segitségiil.

A kovetkez6 fejezetben a har rezgésének fizikai lefrasarol lesz szé. Részletesen bemu-
tatasra keriilnek a hir mozgasiat leird Osszefiiggések, az alapvets hullamegyenlettsl kezdve
a nemidedlis, csillapitott hurig. A haramadik fejezetben a végeselem modszert és annak
problémank esetében torténd alkalmazhatdsdgat ismertetjiik. Sz6 lesz az alkalmazandé
alakfiiggvényekrdl, az egyenletek diszkretizaldsardl, az elemmatrixok elgallitasarol valamint
a kényszerfeltételek és kezdetiérték feltételek meghatarozasarol. A negyedik fejezetben els-
szor a har idedlis modelljét vazoljuk, majd &sszehasonlitjuk az analitikus megoldassal. Fzt
kévet&en keril sor a nemideélis modellre, bemutatjuk a szimulécié felépitéseinek lépéseit,
majd a kész program mikddését ismertetjiik. Végiil az utolséd fejezetben szamot adunk az
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eredményekrdl, értékeljiik a tapasztalatokat, és korvonalazzuk a tovabbi kutatas lehetséges
teriileteit. A dolgozat végén elhelyezett fliggelékben bemutatjuk a szimulacidé megvaldsita-
sahoz hasznalt Matlab forrasfajlokat.

1.2. Irodalmi attekintés

Egyetemiink Villamosmérnoki és Informatikai Karan mér tébben foglalkoztak a htir-
modellezés témajaval (zongorahang-szintézis, gitar véges differencia modell), ezek a dolgo-
zatok nagyban segitették munkankat és hozzajarultak ahhoz, hogy 4j szemszogbdl tudjuk
vizsgalni a probléméat. Az alabbiakban a teljesség igénye nélkiil 6sszefoglaljuk azokat a md-
veket, melyek kutatasunk kiindulépontjaiként szolgéltak és kiilonb6z8 szempontok szerint
kozelitik meg a hiir modellezésének problémajat.

Récz Zsuzsanna Zsofia Nemidealis hirok csatolt rendszerben” cimi dolgozata [11] hia-
rok harlabon keresztiil megvaldsuld csatolasat vizsgalja. Munkijaban véges differencia és
végeselem modellel szimuldlta az inhomogén eloszlast hurokat, melyeknél a nemidealitas
a har térbeli strtségeloszldsdnak véletlenszertiségeként jelenik meg. Ebben a modellben
a hir nemideélis lezarasat a ridelemekbdl megépitett hirlab jelenti, melyhez tébb hiur is
kapcsolodik. Ez a modell nem veszi figyelembe a diszperzio jelenségét, mely elhanyagolas
jelentds eltéréseket eredményezhet. Ennek tekintetében kutatasunk egyik igen fontos célja
a diszperzié figyelembe vétele a modellalkotasban, illetve hatdsanak megmutatasa a modell
altal szolgaltatott eredmények tiikrében.

Bank Balazs ,Physics-Based Sound Synthesis of the Piano” cimi diplomamunk4ji-
ban [1] egy zongora teljes waveguide-modellje keriil bemutatasra. Részletesen foglalkozik
az inharmonicitas jelenségével, munkink egyik célja az ebben a téméaban megfogalmazott
problémak vizsgalata volt. A waveguide modell alapértelmezésben késleltets egységek so-
rabol épiil fel, melyeken az adott hullamalak egységes csoportsebességgel terjedhet. A disz-
perzi6 beépitése a waveguide rendszerbe nem trivialis feladat, a frekveciafiiggd késleltetések
a har lezdrasanal sziir6kkel vagy tortrész-késleltetGkkel modellezhet&ek.

A kapcsolodo kiilfoldi irodalombél leginkabb J. Woodhouse irdsaira tdmaszkodtunk.
,On the Synthesis of Guitar Plucks” cimd cikkében [12] részletesen foglalkozik a penge-
tett hur modalis szintézisével, ehhez kapcsolodo irdsa pedig (,,Plucked Guitar Transients:
Comparison of Measurements and Synthesis” [13|) bemutatja a szimulaci6 és a mért ada-
tok kozotti jellegzetes eltéréseket. Nem tér ki azonban a htur mozgasanak idGtartoméanybeli
vizsgalatara.

12



2. fejezet
A hur fizikaja

A dolgozatban a kordofon hangszerek legfontosabb kézos alkotdelemének, a harnak
mozgasaval foglalkozunk, a hangszer tobbi részének vizsgalatatol eltekintiink. A hir hossza,
valamint a rajta fellépd rezgések hulldmhossza nagysagrendekkel nagyobb a hossziranyra
merdleges kiterjedésénél, valamint a rajta véghezvitt kitéritésnél. Amennyiben idealis hur-
r6l beszéllink, feltessziik, hogy tokéletesen rugalmas, és az infiniteziméalisan kicsiny hur-
elemek tomege azonos a hur mentén. Esetiinkben igy egydimenzios, folytonos rendszerrél
beszélhetiink.

2.1. Idealis pengettett hir rezgései

Vizsgéljuk a hur kicsiny = és x4+ Ax kozotti szakaszén felléps ersket. A g(x) gerjesztéssel
megpenditett hart az érintd iranya S feszitd erd tériti vissza kiindulasi helyzetébe. Az S
er6 az x helyen (), az = + Az helyen pedig ¢(x + Ax) széget zér be a vizszinttessel.
A 2.1. abran lathato elrendezés miatt a feszi{t§ erd transzverzalis iranya komponense a Ax
hosszaségi hurdarab bal oldalan az egységnyi hosszra hato g(z) gerjesztéerdvel ellentétes,
mig a jobb oldalon azzal megyegyez6 irany.

pv(x)

p(x+4x)

- >

X x+Ax

2.1. abra. A huron fellép§ erck
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Alkalmazzuk Newton mésodik térvényét a hurelemre:
g(z)Az + S[sinp(z + Az) — sinp(z)] = pAza(z), (2.1)

ahol g a hur hosszegységre es§ tomege, a pedig a hur x helyen vett gyorsulasa. A kis
szogelfordulas esetén érvényes sin ¢ = ¢ kozelitésekkel élve, az egyenletet Ax-szel osztva,
valamint a Az — 0 hataratmenetet elvégezve:

g(x) + Sa(gf) = pa(r). (2.2)

Tovabbi 6sszefiiggés kis szogelfordulas esetén, hogy ¢ ~ tan p(x) = 815(5), ezt a (2.2)-be
helyettesitve, a sebességet a kitérés idd szerinti masodik derivaltjaként kifejezve g(z) = 0
gerjesztésmentes esetben a transzverzalis hullimok terjedésének leirdséra az aldbbi egyen-
letet kapjuk:

Pu(z) 5 0%u(x)

— 2.3
o2~ oa? (23)
ahol ¢ = \/% a harban terjedd transzverzalis iranyt kitéréshullam terjedési sebessége.
A (2.3) megoldasat d’Alambert az
u(z) = fi(et — x) + fa(ct + x) (2.4)

alakban, vagyis két azonos sebességgel ellentétes irdnyban haladé tetszéleges hullamalak
(rendre fi és fo) szuperpozicitjaként adta meg [2]. Az idedlis lezaras azt a feltételt jelenti,
hogy a kitérés a hir mindkét végén zérus, vagyis u(z = 0) = 0, illetve u(x = L) = 0.
Amennyiben a véges hiirt zérd kezdeti sebességrsl engedjiik el, akkor az el6allo rezgésalak
két olyan hullam 0Osszege lesz, melyek azonos sebességgel ellentétes irdnyban mozognak,
amplitidéjuk pedig a szuperponélt hullamalak kezdeti kitérésének fele. A hurban felléps
Osszes rezgésalak felirhato a teljes fliggvényrendszert alkoté modusalakok linedris kombi-
naciojakent. Az u,(z) = sin k,x modusalakokat

u(xz,t) = Z Apuy, cos(wpt + 9y,) (2.5)

n=1

forméban Gsszegezziik, ahol A, az n-edik médus amplitaddja, k, = 7 a hullamszama, w,
a korfrekvenciaja, ¢, pedig a fazisa. A kapott rezgésalak burkoldja a kezdeti hurpozicid
altal kifeszitett parallelogramma.

A felharmonikusok! sulyat L hossztisagt hir esetén az

2 (F , 217 1
UTL = L/O U()(ﬂj) Sin knﬂf dt = mﬁ sin kn.’[o (26)

Osszefliggés segitségével kapjuk meg. A médusok amplituddja négyzetesen csokken, a tri-
gonometrikus tag miatt pedig az egységnyi hosszusag, %—énél megpengetett hur, minden
n - z-edik modusa hidnyzik a spektrumbol [5].

! Mivel idealis harban a modusfrekvenciak harmonikusak, igy joggal beszélhetiink felharmonikusokrél a
moédusok helyett.
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2.2. Csillapitott idealis hur

A huarok csillapitésa altalanossdgban harom fizikai jelenségbdl adodik: viszkozus csilla-
pitasbdl, elasztikus veszteségbdl és nemidedlis lezarasok miatt.

2.2.1. Viszko6zus csillapitas

A rezgé hur nem j6 hangsugarzd, azaz énmagaban csak alacsony hatéasfokkal képes
hangteljesitmény atadaséra. Ennek oka, hogy a hur dipol forrasként viselkedik, mozgésa
koézben az el6tte 16vE levegét dsszenyomja, a mogotte hagyott levegében ritkulést idéz eld,
am sugara olyan kicsi, hogy az emlitett a hatasok gyakorlatilag kiegyenlitik egymast. Ez
azonban nem jelenti azt, hogy a hiirnak levegével valé érintkezésének hatésa, a surlédas
elhanyagolhat6 lenne. A hur koriil felléps viszkozus levegGaramlas esetiinkben a csillapités
f6 kivalto oka.

Stokes szerint a hirban fellép§ erének két komponense van, az egyik egy hozzdadott
tomegszerd teher, mely a modalis frekvencidkat enyhén csokkenti, a méasik az amplitado-
ban okoz exponencidlis cs6kkenést. Az L hossziasagi, r sugart, v sebességgel mozgd kor
keresztmetszeti testre hatd viszkozus erd f frekvencian

ﬂl)

F, = 21%p,fon®L ( + —= (2.7)

M 2M?

ahol p, a levegd strtsége, M pedig egy a hurokndl tipkusan 0,3 és 1 kozott valtozd érték.
Mivel F' ardnyos v-vel, a mozgési energiaval — tehat a sebesség négyzetével — ardnyosan
valtozik. Adott frekvencian az amplitudé exponencialisan cstkken

p 2M?
T1 =
YT 2npaf 22M + 1
idgéallanddval. M a frekvencia gyokével ardnyos, ezért, ha a frekvencia nullahoz kozelit, az

idsallandé konstans lesz, ha pedig a frekvencia a végtelenbe tart, az idééllando %—fel lesz
aranyos.

(2.8)

2.2.2. Elasztikus veszteség

Minden valés anyag megfeszitése esetén olyan elasztikus viselkedést mutat, melynek
soran azonnali megnytulas torténik, majd egy jellemz§ 7 id6 mulva a megnyilas némileg
né. Viszkoelasztikus anyagokban a mésodik megnytlas lassan de korlat nélkiil emelkedik.
Ilyenfajta viselkedés a Young-modulus komplexszé alakitédsaval fejezhets ki: £ = Ey +iFs.
Ezt a mozgasegyenletbe helyettesitve megkapjuk az elasztikus veszteség idsallanddjanak

1 E;
= —— 2.9
2 wf Eo (29)
képletét.
2.2.3. NemideAlis lezaras
Egy hir adott n moédusa esetén a lezarassal kozolt sebesség
vp, = aGF, (2.10)
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alakban irhatd, melyben F, az er§ fliggéleges komponense, G a konduktancia, a pedig
konstans. Fletcher az energiaveszteséget az amplitudé exponencialis csokkenésével, az id6-

allandot pedig
1

" SuLfG

T3

(2.11)

forméban adja meg [6].

2.2.4. Moédositott egyenlet

Amennyiben mindhirom fent emlitett mechanizmus szerepet jatszik a csillapitdasban,
azok ered@jét reciprokosszegiik segitségével adhatjuk meg:
1 1 1 1
-—=—+—+—. (2.12)
T T Ty T3
Vékony fémhirok esetén az elasztikus veszteségb6l, valamint a nemidealis lezarasboél fakado
csillapitas elhanyagolhato, igy elegendd a viszkozus csillapitas hatasat figyelembe venniink.
A (2.2) egyenlet kiegészitéseként egy a kitérés elsG derivaltjat 5 csillapitési tényezdvel
szorz6 tag reprezentélja a viszkozitést.

0?u(x)
ot?

u(x 2u(z
aa(t ) _ Sa@x(2 ) = g(x). (2.13)

+ 68

2.3. Hajlité rezgések

A valésagos, nemidedlis hurok, ellentétben az idealisakkal, nem teljesen rugalmasak.
Bizonyos fokti merevségiik kdvetkezményeképp rudelemekre jellemzd hajlito rezgésalakok is
kialakulnak benniik. A kitérités hatasara ugyanis deformacié keletkezik a hiarban, melynek
soran a hur keresztmetszete valtozatlan marad, a kozépvonaltol tavolodva azonban a hir
egyik felén Gsszehtuzodas, ellenkezd oldalan pedig megnyulas térténik.

M(x) < _________
Fy(x) l / /
g(x)

F(x+Ax)

\) -M(x+Ax)

o

=~ A

x+Ax

2.2. abra. A rudelemen felléps erck

Ezt az alakvaltozést, melyet a 2.2. dbra egy tetszélegesen kicsiny rudelemen az elem két
végén ellentétes iranyban felléps Fy(x) és Fy(x+ Ax) erkkel valamint M (x) és M (x+ Ax)
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forgatényomatékokkal szemléltethetjiik. Az emlitett er6ket Newton mésodik térvényébe
helyettesitve

g(x)Azx + Fy(x + Az) — Fy(z) = pAAza(x). (2.14)
A Auz-szel osztva, Ax — 0 hataratmenettel az alabbi 6sszefliggés adodik:
oF,
g(x) + géx) = pAa(z). (2.15)

Mivel a ridelem teljes nyomatéka zérus, az

OM (x)
or

+ Fy(x)=0 (2.16)

fejezhetjiik ki a felleps erével valo kapcesolatat. Ezt a (2.15)-be helyettesitve:

9*M (z)
g(x) — a2 = pAa(z). (2.17)
A riadelemeken felléps nyomatékok teljes feliiletre vett integralja a Hooke-torvény megfon-
tolasaival: 52 52
M(z) = /de y) /E 2 “( )dA EI 5;(2‘”), (2.18)

ahol E a Young-modulus, I = fy dA pedig az y iranya hajtassal szemben tamasztott
A

masodrendii nyomaték, més néven inercia. Kor keresztmetszett rudakban, mint esetiinkben
is, a kozépvonalra vonatkoztatott nyomaték szamitasa — polarkoordinata rendszerben y =
rsinf és dA = rdrdf — a kivetkezd:

27
/ / r? sin? Or drdf =

(2.19)
2
1 —cos26
:/ COSdG/ r2rdr.
0 2 0
Mivel a koszinuszos tag integralja a teljes 27 peribduson nulla:
27 4R 4
1
1:/ ~de [T } _ BT (2.20)
0 2 4, 4
A rudak hajlito rezgéseit leir6 mozgasegyenlet tehat
Otu(r) 0%u(r)
—FEI = pA : 2.21
g9(z) Ozt P o2 ( )

2.4. Merev hiir mozgasegyenlete

A (2.2) és a (2.21) egyenletek Gsszekapcesolasaval kapjuk a nemidedlis véges merevségi

hir mozgasegyenletét:
0%u 0%u 0*u
—-S—+FEl— : 2.22
Pom ~Saa Tt Bl =9 (2.22)

Amennyiben mind térben, mind idében harmonikus a megoldas

u(x,t) = U sin kz sin(wt + ¢), (2.23)
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amit a gerjesztésmentes (g(x,w) = 0) haregyenletbe helyettesitve a diszperzidegyenletet
kapjuk:

Sk? + BIk* = puw?. (2.24)
Ha a hir az n-edik médusban rezeg, akkor az L hosszra n félhullam esik, vagyis k = 7, a
korfrekvencia pedig
S ET
2 2 4
=— 1|k k 2.25
T ( TS ) ’ (225)

az ismert c¢ sebesség bevezetésével

El 2
wp = 1+ <ﬂ) = nwiV/1+ Bn?, (2.26)

L S

ahol w) az idealis hur alapfrekvenciéja,

m2ET
B = 572 (2.27)

.....

™ Ed*

IR (2.28)

képlet ad meg [5].

2.5. Merev, csillapitott har mozgasegyenlete

A fejezetben emlitetteket dtgondolva kapjuk meg végiil a merev har csillapitas figyel-
mebevételével felirt mozgéasegyenletét:
0%u ou 0u 0*u
— — —S—+El—=g. 2.29
hae ot a2 T g =9 (2:29)
A negyedrendi Osszetevs miatt a hullam terjedésének sebessége frekvenciafiigg6vé valik. A
csoportsebesség a frekvencia gyokével lesz aranyos (ves o< /w), diszperzio lép fel. A maga-
sabb felharmonikusok ezéltal gyorsabban terjednek a hurban, igy frekvencidjuk is maga-
sabb lesz, mint ideélis hur esetén.
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3. fejezet

A végeselem modszer

A munka soran a problémét a végeselem modszer segitségével szimulaltuk. A program
Matlab kornyezetben késziilt el, teljesen az alapoktél. Ebben a fejezetben attekintjik a
modszer elméleti alapjait az idézett forrasok segitségével, majd bemutatjuk alkalmazisat
az el6z6 fejezetben vazolt fizikai jelenségekre.

A végeselem modszer egy parcialis differencialegyenletek kézelité megoldasara szolgalo
numerikus eljaras. A metédus a véges tartomanyt egymassal csomoépontjaikon kapcsolodd
véges szamu elemre bontja, a megoldéast pedig az intervallumra definidlt ortogonalis alak-
fliggvények segitségével allitja eld.

3.1. Alapok

Altalanos esetben az
A{u(z)} = f(z) (3.1)

differencidlegyenlet, valamint a hozza tartozé

B{u(x)} = g(x) (3.2)

peremfeltétel altal meghatérozott u(z) megoldasfiiggvényt keressiik. A és B differencial-
operéatorok, f(x) a tartomanyon felirt gerjesztés, g(x) pedig egy ismert fiiggvény. Hogy a
probléméat numerikus médon vizsgalhassuk, diszkretizalassal a differencidlegyenleteket li-
neéaris algebrai egyenletrendszerré alakitjuk, melyet a Galjorkin-modszer segitségével tehe-
tiink meg. A megoldasfiiggvényt a tartomanyon felirt véges szamu alakfiiggvények linedris
kombinaci6jaként allitjuk eld:

n

u(z) ~ Z N;i(z)u;, (3.3)

i=1
ahol N; alakfiiggvény u; pedig a kitérés. A kozelités pontossaga az alakfiiggvények szabad-
sagfokainak szaméaval névelhetd. Ezeket az alakfiiggvényeket tigy igyeksziink megvalasztani,
hogy lehetGség szerint ortogonalisak legyenek egymaésra.

Az els6 1épés a differencidlegyenlet kovetelményeinél gyengébb feltételeket el6ird tn.
gyenge alak elgallitdsa. Ezt kivet&en az analitikus fliggvényt vektorok segitségével kozelit-
jiik, rendszerleiré matrixokat hozunk létre, igy térben diszkretizalva a problémét. Az utolso
lépés a rendszer id6tartoméanyban torténd diszkretizalasa [4].

19



3.2. Az ideAlis, csillapitott har végeselem modellje
3.2.1. A gyenge alak
Allitsuk el a csillapitott hur

2U X
pii(e) + Bi(a) — s T — g (3.9

mozgasegyenletének gyenge alakjat. ElGszor szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat vala-
mely ¢(x) tesztfiiggvénnyel, majd integraljuk a zart  tartomanyon:

/Q uo(e)ii(z) do + /Q Bo(w)i(z / so(n) 24 / e (3.5)

A bal oldal harmadik tagjat parcialisan integréalva:

/Q pué(x)ii(z) do + /ﬂ Bé(x)u(z) dz + /ﬂ Sagf)agf) da — [ag(;%(x)h -

A kivonandé tag a befogéasi kényszer miatt zérus.

3.2.2. Kozelités

Kozelitsiik u(x)-et, u(x)-et és i(x)-et az

u(z) ~ Zi Ni(z)u; = N(z)u (3.7a)
u(z) ~ Zi Ni(z)i; = N(z)a (3.7b)
i(z) ~ Zi Ni(z)ii; = N(z)it (3.7¢)

formaban, N sorvektor és u oszlopvektor segitsegével. Ekkor N;(z) az i-edik alakfiiggvény
x pontban felvett értékét, u; pedig az ehhez az alakfiiggvényhez tartozo salyt jelenti [14].

A (3.6)-ba helyettesitve
do = [ olalg(a)do. (39

A (3.8)-nak tetsz6leges ¢-re teljesiilnie kell. A Galjorkin-modszer szerint a ¢(z) tesztfiigg-
vényt is az alakfiiggvények linearis kombinaciéjaként allitjuk els:

¢(x) = N(z)¢p = ¢ N(z)", (3.9)

melyet a (3.8)-be helyettesitve adodik a

/Q j6(2)N ()i d -+ /Q Bé(z)N(z)adz+

/ pdp TN (2) "N (z)it dz + / B¢TN(m)TN(x)ﬁdx+
Q

T
/ScpTal\gw) ON(z) /qs N(z dr  (3.10)
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egyenlet.
Vegyiik észre, hogy a (3.10) ¢'-vel egyszertisithetd, mivel ¢T tetszéleges konstans. Ezt
elvégezve, valamint a g = ), N;(x)g; Osszefiiggéssel élve a

/ pN(z)TN(z)iidz + / AN (z)™N(z)adz +
Q Q

)T T
i /Q Sal\gx)m;g(;)“d“”” - /QN(QC)TN(HC)g dz (3.11)

egyenletre jutunk. A kapott egyenlet 6sszeadandé tagjait szimmetrikus matrixokba rendez-
hetjiik, amelyekre a tovabbiakban rendszerleir6 méatrixokként tekintiink. A rendszerleird
matrixok tehat az aldbbi integralok kiszamitasaval allnak eld:

M:/QMN(J:)TN(x)dx, (3.12a)
C- /Q BN (2)"N(z) da, (3.12b)
K = /Q Salxg(;)T al\;ﬂ(f) dz, (3.12¢)
A—/QN(x)TN(x) dz. (3.12d)

A rendszerleird egyenlet pedig matrix formaban:

Mii + Ctu + Ku = Ag. (3.13)

3.2.3. Térbeli diszkretizacid

Modelliinket elGszor geometriailag bontjuk véges szamu elemre. Az ) értelmezési tar-
tomanyon n csomoépontot hatarozunk meg, melyek n — 1 egymaéssal csak csomépontjaikon
érintkez6 elemeket definidlnak. Ahhoz, hogy a kitérését kozeliteni tudjuk, n szamu alak-
fliggvényekre van sziikségiink. Ezeket ugy vélasztjuk meg, hogy N; alakfiiggvény csak x;
csomépontban 1 értéki, a tébbi x; (j # i) pontban 0. Az Q tartomény felbontésa tehat

0= U 0, (3.14)

ahol ©; N, = 0, amennyiben @ # j.

Mivel minden alakfiiggvényhez egy salyérték tartozik, az alakfiiggvények n szama egy-
ben meghatarozza a diszkrét rendszer valtozoinak, a szabadsagfokoknak a szaméat is. Alta-
lanosan igaz, hogy a szabadsiagfokok szaménak ndvelésével a szamitasi komplexitas nove-
kedésének aran novelheté a numerikus megoldas pontossaga.

A (3.11) gyenge egyenlet megoldasahoz a legegyszertibb linearis alakfiiggvényeket va-
lasztani. [lyenkor minden elemhez két lokalis alakfiiggvény tartozik, és az elemekhez 2 x 2-es
M., C., K., A, elemmaétrixok adédnak. Az elemeket ugy flizziik 6ssze, hogy az els§ elem
mésodik csomdpontja a masodik elem elsé csomdponja lesz, és igy tovabb. Ez a matrixok
osszeéllitdsanal a kévetkez6 moédon valosul meg, példaként az M témegmatrixra:
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Me, 11 Me, 12 0 . 0

Me, 21 Mey 22 + Mey 11 M, 12 . 0
M = 0 Me, 21 Mey 22 + Meya1 ... 0 . (3.15)
0 0 0 oo Me, 2

3.2.4. Iddbeli diszkretizacio

Az idtartoményon valé diszkretizalashoz az tn. Newmark-sémét [9, 3| hasznaljuk.
Induljunk ki a Galjorkin-modszer segitségével kapott (3.13) egyenlet matrixos alakjabol.
Az id6lépés kezdeti feltétele, hogy a g gerjesztés zérus legyen. A kezdeti u ismert, mivel a
hir alakja adott, az 41 és 01 pedig a pengetés kozelitése miatt nulla értékiek.

Tegyiik fel, hogy az n-edik lépésben ismert a megoldas. Ekkor a Newmark-séma szerint

Upt1 = Uy + At [(1 - ’VH)ﬁn + 'YHﬁn+1] ) (316)
At?
Upt1 = u, + Ata, + 5 [(1—28g)t, + 28mtn11] - (3.17)

A Bp és a yg a derivaltak kozelitéséhez alkalmazott kétoldali stlyozést hatarozza meg,
kedvelt valasztas a yg = 0,5, 8 = 0,25 értékek hasznalata, melyet jelen dolgozatban is
alkalmazunk. A (3.13)-be helyettesitve

Mﬁn-H +C [un + At [(1 - ’YH)ﬁn + ’YHﬁn-&-lH +

At?
+ K [un + Atua, + 5 [(1—28p)t, + 25H1‘in+1]] =0. (3.18)

Az egyenletet atrendezve
[M + AtyyC + At*BpK] {11 = —Ku,, — (AtK + C)i1,, —

— |:KA2tQ(1 — 25}1) + CAt(l — 'YH)] iy,. (319)

Legyen
M* = [M + AtygC + A?BrK] (3.20)

ezaltal a (3.19) 1ip41-re rendezve:

2
fipy1 = M* ' | —Ku, — (At+ K +C)it, — [KA;(l — 928y) + CAL(1 — w)} ﬁn] . (3.21)

Miutan ,41-t és up41-t a (3.16) és a (3.17) alapjan megkapjuk, tovabbléphetiink a ko-
vetkez6 idgpillanatra.
A At id6lépés megvalasztasakor, ahhoz, hogy a rendszeriink numerikusan stabil legyen,
ki kell elégiteniink a
cAt < min L, (3.22)

kévetelményt, ami annyit tesz, hogy a terjed6 hullamforma egy id6lépés alatt nem haladhat
tobbet, mint a legkisebb elem mérete.
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3.3. A nemideilis hir végeselem modellje

A hur fizikdja cimd fejezetben mar emlitésre keriilt a merev hur mozgasegyenlete:

0%u o

Ennek gyenge alakja az ismert médon elgallitva, az 6sszeg utolséd tagjat kétszer parcidlisan
integralva:

/M¢Nudx+/ﬂ¢Nudx/Sa¢aN dz +/E122f%21judx—/¢gdx (3.24)

A Galjorkin-modszer alkalmazasakor ezittal még egy

0°N(x)" 9°N(x)
R = /Q prf S O 4, (3.25)

matrixszal boviil rendszeriink. A (3.21) egyenlet annyiban modosul, hogy Kr = K+ R
egyenlettel dolgozunk nemideélis esetben.
3.4. Kényszerek és peremfeltételek

A hir mozgasanak szimulacidjaban fontos 1épés a hir rogzitésének modellezése. Fzt
befogasi kényszerek segitségével tehetjiitk meg, melyek alkalmazasakor a rendszer egyes
szabadsédgfokainak, vagy egyes szabadsigokok linearis kombinaciojainak értékét rogzitjiik.

3.1. abra. Master (kék) és slave (piros) szabadsagfokok a huron

A rendszer szabadsagfokait két halmazra, u,, figgetlen (master) és ug fiiggs (slave)
kitérésekre bontjuk. Ezt mutatja a 3.1. dbra. Egy n egyenletet tartalmazé lineéris rend-
szerben m < n kényszeregyenlet esetén a kényszermétrix mxn-es. A felosztas slave kitérései
kifejezhetGek a master kitérések ismeretében. Az

m

[As Ap] [ 11: ] =0 (3.26)

forméban irt egyenlet Ay matrixa m x m, mig A, matrixa m x (n—m) elembd! all. A fiiggs
és fiiggetlen elmozdulasok kézdtt az

u, = —As_lAmum (3.27)
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egyenlet teremt kapcsolatot. A rendszer Osszes szabadsigfokahoz tartozé érték a master
szabadségfokokbdl

U, _ I _
u= {Um] = [_As_lAm]um—Tcum (3.28)

formaban hatarozhaté meg. A T, transzformécios matrixot kényszermatrixnak (constraint
matrix) is nevezhetjiik.

Tekintsiik a végeselem moédszerrel kapott diszkrét mozgasegyenletiink métrixegyenletét
az S rendszerleird matrixszal a

Su=0 (3.29)

formaban, amely a (3.28) alapjan
ST u, =0 (3.30)

alakra modosul. S* = TYST, -t bevezetve kapjuk a
S*u,, = T)0 (3.31)

egyenletet, ahol n helyett n — m szabadsigfokkal rendelkeziink.

3.5. Alakfiiggvények a nemideilis modellben

Mivel a nemidedlis, diszperz hur mozgasat leird egyenlet negyedrendi differencialegyen-
let, ezért legalabb harmadfoka elemi alakfiiggvényeket kell valasztanunk. Ebben az esetben
egy elemhez négy szabadsagfok tartozik, az alakfiiggvényeket pedig gy valasztjuk meg,
hogy az alabbi feltételek teljesiiljenek:

Ni: MO =1  Ny(L)=0 % =0 % =0 (s
No:  No(0)=0  No(L)=1 86];72 =0 88]:{2 =0 3am)
Ns:  N3(0)=0  Na(L)=0 88]13 = 88113 =0 (33)
Ni:  Na(0)=0  Nu(L)=0 % =0 % =L G

Az alakfiiggvényeket harmadfok polinomként szimbolikusan felirva, a fenti egyenletekbe
helyettesitve megkapjuk a megfelel§ harmadfokt polinomokat, melyeket a 3.2. 4bra mutat.

A véges merevség kivetkeztében a har szbgelfordulasa x szerint folytonos kell legyen,
ami azt jelenti, hogy a du/0x fiiggvény az elemek kozott nem ugorhat, egy csomopont-
hoz tehat egy u és egy Ou/dz érték tartozik. Igy a fenti alakfiiggvények valasztdsaval a
rendszermatrixok elemenkénti Osszerakasakor azt kapjuk, hogy a 4 X 4-es elemmatrixok
jobb alsé és bal fels6 2 x 2-es blokkjai keriilnek Gsszegzéses atfedésbe. A modell Osszes
szabadséigfokainak szdma pedig a csomoépontok szaméanak kétszerese lesz, hiszen minden
csomoéponthoz két viltozo tartozik. Az igy kialakulé M tomegmatrix szerkezetét mutatja
a 3.3. dbra, lathato a blokkok &tfedése, illetve az is, hogy egyes elemek az Osszegzés soran
ellentétes elgjeliik kovetkeztében kiejtik egymast.
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3.2. abra. A nemidealis modell egy elemhez tartozd négy alakfiiggvénye

Oszlopindex [-]
6 8 10 12 14 16

Sorindex [-]
[e¢] » B

=
o

[EEY
N

[EEN
N

=
(e2}

3.3. dbra. Az M ritka tomegmatrix els6 néhany soranak és oszlopanak szerkezete

3.6. Kezdeti elmozdulas meghatarozasa

Nemidealis hirmodelliinknek tébb kezdeti feltételt is ki kell elégitenie. Az u(x) fligg-
vényt harom pontban rogzitjiik: u(x = 0) = 0 és u(z = L) = 0 jelenti a merev megfogast
a har két végén, u(x = x,) = Uy pedig a pengetési pozicioban megadott kezdeti kitérést
hatarozza meg. Ezenkiviil a gondoskodnunk kell arrél is, hogy a forgatényomaték is zé-
rus legyen az idedlis lezarasoknal. Ekkor a kényszerfeltétleket meghatarozo A matrix (lasd
(3.26) egyenlet) az alabbi formaban all el6:

1 0 0 O ... 0 0 O O
o 0 o o ... 0 0 1 O

A= a; as a3 as ... 0 O O O (3.33)
0O 0 O 0 ... by by by by
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3.4. abra. Merev hur kezdeti kitérése idealis pengetés esetén a pengetési pozicio kozelében. A kék
haromszogek a csomoépontoknal felvett kitérés értékeket, a piros vonal pedig az alakfiiggvények

Mivel megfogott pontjaink indexei 1, 2, n—1 és n, ahol n a szabadsigfokok szdma, ezért az
A miétrix elrendezésében az elsé ketts, és az utolso kettd oszlop a a slave szabadsagfokokhoz
tartozd vektorok, a koztes oszlopok pedig a master szabadsagfokokhoz tartoznak.

A (3.13) allandosult allapotban:

MO + CO0+ Kru =g, (3.34)

ahol g = 0 idedlis pengetést feltételezve. A (3.30) és a (3.31) alapjan Kpr matrixra a
kovetkezs Osszefiiggések adddnak:

KrT.u,, =0 és (3.35)
T'KzT.u,, = TTO. (3.36)

A K* = TTKRT 6sszefiiggést bevezetve:
K*u,, = 0. (3.37)

Particionéljuk a szabadsagfokokhoz tartozd u allapotvektort két részre! Az uy jeldlje az
ismert master szabadsagfokokat, melyeket a fent megadott peremfeltételek hataroznak meg,
uy pedig a nem ismert master szabadsigfokokat. A K* métrix ismeretében us-t a (3.37)
egyenlet

K>{1U1 + KTQUQ =0
alaku felbontasaval fejezhetjiik ki, melybdl a megoldast az alabbi formaban kapjuk:
w = —K3, 'K u;. (3.39)

A megoldast szemlélteti a 3.4. abra, melyen lathato, hogy az elemek belsejében kiérté-
kelve az alakfiiggvényeket olyan kitérésalakot kapunk eredmeényiil, mely eleget tesz a fizikai
modell altal meghatarozott folytonossagi feltételnek. (Ha csak a csomopontokban felvett
értékeket kotjiik 0ssze egyenes vonalakkal, akkor ez nem lathatod, ezt szemléltetik az dbran
a kek haromszogek és a koztik futo folytonos kék vonal.)
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4. fejezet

Eredmények

Ebben a fejezetben megtekintjlik a modell miikddését a gyakorlatban. Elészor egy ideé-
lis har modelljét vizsgaljuk meg, az id6tartoméanybeli szimul4ciét az analitkus megoldassal
hasonlitjuk 6ssze. Ezek utdn megmutatjuk a csillapitas hatasat, végiil pedig a diszperz hir
modellezésének eredményeit értékeljiik ki. A fejezetben nem az Osszes eredmény megmu-
tatasara toreksziink, hanem azt bizonyitjuk, hogy az el6z6 fejezetekben ismert modell a
gyakorlatban is jol miikodik, képes a kittzott cél elérésére, a diszperzid megfelel6 pontos-
sagi modellezésére.

A kovetkezs példakban egy 1m hossza acélhurt 1/5-énél pengetiink meg, tgy hogy a
maximalis kitérés 1 mm legyen, majd az 4llo allapotbél elegendett hiir viselkedését model-
lezziik. A hir anyagjellemzgit tgy véalasztottuk meg, hogy azok egy gitarhuréhoz hasonlit-
sanak. Az idealis és a diszperz esetben is ugy valasztottuk meg az elemek szamat, hogy a
szabadsagfokok szama 1000 legyen.

4.1. Az ideAlis har

4.1.1. Osszehasonlitas az analitikus megoldassal

Idealis, csillapitatlan har kitérésének idéfiiggvénye kifejezhetd analitikusan, ezt fel is
hasznaljuk a numerikus modell hiiségének ellenérzésekor. A 4.1 dbra mutatja a har 2/5-
énél elhelyezett mérépontban a hur kitérésének idéfiiggvényét.

-3 -3
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8 T T T 8
6 6
4 4
- 2 . 2
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s H ot
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4.1. abra. Idealis, csillapitatlan htur egy pontja kitérésének idéfiiggvénye analitikus szamitassal
(bal) és végeselem szimulécié eredményeként (jobb)
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A 4.1. abran az id6tengelyen jobbra haladva egyre inkabb lathatova valik a két meg-
oldas kozotti kiilonbség, a numerikus moédszer hibdja egyre nagyobb, ami két fiiggvény
kiilénbségét abrazolé a 4.2. dbran szintén megfigyelhets. Lathatjuk azt is, hogy a hiba a
maximalis kitérések helyén nagysigrendekkel kisebb, mint akkor, amikor a csomépont a
két maximum kozott halad.

x 10~

y[m]
o

0 0.05 0.1 0.15 0.2
t[s]

4.2. abra. A hiba az id6 fliggvényében

A hiba forrasa ebben az esetben a numerikus modell véges felbontésa, illetve az dn.
numerikus diszperzi6. Utdbbit megfigyelhetjiik a rezgésalak idébeli torzulasan keresztiil.
Mivel jelen esetben az elemek mérete joval kisebb a hullamhosszanal, utébbi effektus nem
okoz jelentds hibat, mégis érdemes megemliteni a teljesség kedvéért. A numerikus diszperzid
novelésével csokkenthetd. Ahogyan a 4.2. dbran is lathaté a hiba az adott diszkretizalasi
finomsag mellett még elég kicsiny marad, igy nem indokolt a szabadsigfokok szdmanak
tovabbi novelése.

4.1.2. Az idealis harmodell eredményei

Ha a hur mozgasat a frekvenciatartomanyban vizsgaljuk, a (2.6) egyenletben megfo-
galmazottakra lehetiink figyelmesek. A 4.3 4brén az 1/5-énél megpengetett hir spektruma
lathato. Megfigyelhetjiik, hogy minden 6t6dik médus hidnyzik a frekvenciaképbdl, ahogy
azt az elméleti megfontoldsok alapjan varhatjuk is. A 4.3. 4bran szintén lathato, hogy az
egyes felharominikusok amplitido6ja a kezdeti pengetési jelalak perodikus kiterjesztésének
Fourier-egyiitthatéinak nagysagaval egyezik meg.

Bevezetve a viszkézus csillapitas [ egyiitthatojat, igy a 4.4. dbran lathato eredmények-
hez jutunk. Az &dbran szintén a har 2/5-énél elhelyezett mérdpontban figyeljik a kitérést.
Jol megfigyelhetd, hogy a hur kézéppontjatol tavolabb elhelyezett mérdpontban a varako-
zasunknak megfelel6en aszimmetrikus jelalakot kapunk, illetve jol lathaté az exponencidlis
csillapitas hatasa is.
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4.3. abra. Egy pont kitérésének spektruma az idedlis, csillapitatlan esetben
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4.4. abra. A csillapitott hir egy pontjanak kitérése az id§ fiiggvényében. Bal: a teljes szimulélt
idofiiggvény. Jobb: az els6 néhany periddus kozelrdl.

4.2. A véges merevségii, nemidealis huir

A véges merevségii hur fizikai paramétereit az el6z6 esethez képest annyiban valtoztat-
tuk meg, hogy nagyobb feszitGerst és kisebb egységnyi hosszra es§ tomeget alkalmaztunk,
kozelitve ezzel egy vékonyabb gitarhur paramétereit. A pontos értékek megtalalhatoak a
fiiggelékben. Az értékek megvaltoztatasanak eredményeképp a hir alapfrekvenciaja megnd.
A pengetési pozicié ismét a har 2/5-énél volt, a kitérést pedig a hosszanak felénél vizsgal-
tuk. A szimulacioés idétartamot ugy allitottuk be, hogy 1 Hz-es frekvenciafelbontast kap-
junk (a har alaphangja kb. 125 Hz). Ez tobb, mint 1000 000 id6lépést jelentett, mely 1000
szabadsagfok mellett egy atlagos asztali szamitégépen nagyjabol 10 perc alatt futott le.

A merev hir kitérését vizsgilva rogton szembettinik a diszperzié hatdsa. Amint a 4.5.
4dbra Osszehasonlitasan észrevehetd, a jelalak a maximadlis kitéréseknél kis id6 elteltével
latvanyosan eltorzul a hajlitoé rezgéseknek, illetve a frekvenciafiiggs csoportsebességnek ko-
szonhetden. Ebben az esetben csillapitatlan hirt vizsgaltunk, hogy minél jobban kévethets
legyen a diszperzi6 effektusa. Erdemes megfigyelni, hogy a kialakulé jelalakban a maximalis
amplitudo a kezdeti kitérésnél nagyobb értéket is felvehet.
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4.5. abra. A merev hur egy pontjanak kitérése, a jelalak elvaltozasa a diszperzioé hatasara. Bal:
az els6 néhany szimulélt periédus jelalakja. Jobb: jelalak a szimulélt idGtartam végén.

A moédusok inharmonicitdsat mutatja a 4.6 abra. Az abra vizszintes tengelyén a fel-
harmonikusok sorszama lathato, a fligg6leges tengely pedig azt mutatja, hogy az n-edik
harmonikus frekvencidja milyen mértékben tér el az idedlis esetben adddo frekvenciatol,
mégpedig az alaphang frekvencidjahoz ardnyitva. Tehat a 33. modus pl. kizel egy alaphang-
nyival tolodik feljebb, a 33. helyett a 34. felharmonikushoz kozeli frekvencian szélal meg.
Lathato, hogy a szimulélt eredmények kivaléan illeszkednek az elméleti értékekhez, amely
megfigyelés igazolja a végeselem modell helyességét, alkalmazasanak létjogosultsagat.

4.3. A modell validalasa valés mérések alapjan

Fontosnak tartottuk, hogy modell miikodését valos mérések alapjén is ellendrizziik, eh-
hez pedig a J. Woodhouse ,Plucked Guitar Transients: Comparison of Measurements and
Synthesis” [13] cimi cikkében koz6lt adatokat hasznaltuk fel. (Az értékek a 4.1. tablazatban
talalhatok.) A cikk olyan részletes, és pontos mérést ismertet, amelyet sajat lehetGségeink
nem tettek lehetévé, viszont adatai j6 Osszehasonlitasi alapot adnak modelliink ellenérzé-
sére. A vizsgalat targya hat darab, flamenco gitarra erdsitett, 65 cm-es D’Addario Pro Arte
,Composites, hard tension” tipusta hur.

A szimulaciot lefuttattuk a megadott adatokkal. A 4.2. tablazatban lathatéak a cikkben
kozolt mért eredmények, és szimulacionk eredményei a vonatkozé hurokra. A program
frekvenciafelbontasa 0,5 Hz volt, melynek ismeretében az eredmények kimondottan jonak
mondhatéak, igazolva, hogy modelliink alkalmas val6s hiirok modellezésére.

A 4.7. dbra a hosszénak 1/5-énél pengetett B3 zenei hangon megszo6lalo har egy pontja-
nak kitérését mutatja az id§ fliiggvényében, valamint pengésének frekvenciaképe lathatd. A
hur valasztasa lényegében 6nkényes, barmelyik masik har jellegre hasonl6 id6-, vagy frek-
venciatartomanybeli képet mutat. Az FEy a hir inharmonicitasat lathatjuk a 4.8. dbran.
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4.6. abra. Inharmonicitas a diszperz hirban, az elméleti és szimulélt médusfrekvenciak 6sszeha-
sonlitasa

Huar 1 2 3 4 5 6
Zenei hang E4 B3 Gg D3 A2 E2
Frekvencia fo (Hz) 329.6 | 246,9 | 196,0 | 146,8 | 110.0 | 82.4
FeszitGers T (N) 70,3 | 53,4 | 58,3 | 712 | 73.9 | 71,6
Egységnyi hosszra es6 tomeg p(g/m) 0,38 | 0,52 | 0,90 | 1,95 | 3,61 | 6,42
Terjedési sebesség c(m/s) 429 321 255 191 143 107
HullAmimpedancia Zo (Ns/m) 0,164 | 0,166 | 0,229 | 0,373 | 0,517 | 0,668
Hajlit6 merevség B(10~°Nm?) | 130 160 310 51 40 57
Veszteségi tényezck nE (x1075) 40 40 14 5 7 2
np (x1072) 2.4 2,0 2,0 2,0 2,5 2,0
na (=) 15 | 1,2 | 1,7 | 1,2 | 09 | 12

4.1. tablazat. D’Addario Pro Arte hurjellemzgk [13] alapjan

4.4. FEredmények értékelése, kitekintés

Ebben a fejezetben nem keriilt bemutatésra a végeselem modell 4ltal kindlt 6sszes
lehetdség, hiszen a modell validacidjara, az egyes effektusok elkiilonitésére koncentraltunk.
Megmutattuk azonbnan, hogy a javasolt végeselem modell segitségével j6 pontossiggal
szimulalhat6 az idealis, a csillapitott, valamint a véges merevségl diszperz hur is.

Nem mutattuk be az inhomogenitas, az anyagjellemz6k perturbaci6janak hatésat, ez
viszont kozvetleniil beépithets a modellbe [10]. Mivel az inhomogenitas hatasa nem szamit-
haté egyszertd analitikus moédszerrel, ezért az inhomogén modellezés eredményei nehezen
validalhatoak. Természetesen a fent ismertetett végeselem szimulaciok kézenfekvéen alkal-
mazhatéak inhomogén modellre. Szintén nem szimuldltuk az elasztikus nyulasbol fakado
nemlinearitasokat, mivel azok szerepe gitarhurok esetén csekély, gyakorlatilag elhanyagol-
hato [7]. Hasonloan beépithetd a modellbe a nemideélis lezarasok hatasa, illetve tobb hur
csatolt szimulécidja is.
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Amplitido [dB]

Hur 1 2 3 4 5 6
Meért frekvenciak (Hz) 320,6 | 246,9 | 196,0 | 146,8 | 110,0 | 82,4
Szimulalt frekvencidk (Hz) | 331,0 | 246,5 | 196,0 | 147,0 | 110,0 | 82,5
4.2. tablazat. Mért és szimulalt eredmények Gsszehasonlitdsa
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4.7. abra. A Bs-as hur id6-, és frekvenciatartomanyban
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Frekvenciaeltérés [fl]

18

1.6

I
~

=
N

=

o
o

o
o

o
~

0.2

*
*
%« *

Sk L L L L L L L
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Frekvencia [Hz]

4.8. abra. A Ej-es hur inharmonicitasa
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5. fejezet

Osszehasonlitas méréssel

Ahogy a bevezetében emlitésre keriilt, fontos volt, hogy szimulélt eredményeinket mért
adatokkal is alatamasszuk. Az alabbi fejezetben bemutatjuk a mérés dsszeallitasat, kozoljiik
az eredményeket, és egybevetjiik szamitogépes modelliink értékeivel. Tovabba egy olyan
méreést is ismertetiink, mely a modell tovabbfejlesztését segiti majd els.

5.1. A gitar

A mérést egy akusztikus basszusgitaron végeztiik. Tekintettel arra, hogy a dolgozat
eddigi részében kizarolag a hirrél volt sz6, tekintsiik at roviden a gitar legfontosabb tulaj-
donsagait.

A gitér egy akusztikai rezgérendszer. Hurokbol, a hurlabbol, a gitartestbdl és a nyakbol
all. A megpengetett hur altal kibocsatott hangteljesitmény igen kicsi, egyrészt azért, mert
viszonylag kis levegéréteget mozgat meg, masrészt pedig, mert az altala keltett nyomés-
valtozasok hamar kiegyenlit6dnek, mivel akusztikus dipolsugarzoként mikodik. Ezért egy
rezonatorra van sziikseg (akusztikus gitdr esetében ez a gitartest), amely nagyobb leve-
g6tomeget hoz mozgasba, igy noveli a hangerét. A rezonator legfontosabb feladata a hur
mozgasi energidjanak hallhato hangga valo alakitasa [8].

A négyhura basszusgitarok altalanos hangolasa a kovetkezs: Eq (41,2 Hz), A; (55,0 Hz),
D5 (73,4Hz), G2 (98,0 Hz). A hurok a nyakon és a hurlabon kapcsolédnak a hangszertesthez.
Amennyiben a lezdrasok nemidealitasait kivanjuk behatobban vizsgélni (pl. veszteségek),
a harldb mérése jo kiindulépont.

Elsszor a gitart a brit RotoSound cég Nickel Roundwound tipusi, RBL 105 (E;),
RBL 085 (A1), RBL 065 (D2), valamint RBL 045 (Gg) jelzést huarjaival szereltiik fel, és
igy végeztiink méréseket az inharmonicitas vizsgilatara, majd a felhirozatlan hangszert
vizsgaltuk tovabb, a hurldb, mint nemidedlis lezarés jellemzése céljabol.

5.2. A huarok mérése

Fls6 mérésiink soran a hurok pengetésével gerjesztett rezgések spektrumat igyekeztiink
hataroztuk meg. Ehhez egy B&K 4188 1/27-0s kondenzator mérémikrofont és egy PCB
353B13 (5mV/m) gyorsulasérzékelst hasznaltunk. Ez utébbit a hurlab alatt, a gitartesten
helyeztiik el. A mérési Gsszeallitas az 5.2. abran lathat6. A gitart rugalmasan tdmasztottuk
ala, elkeriilve a merev csatolasokat a mérési kornyezettel.
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gitartest

harlab

5.1. abra. A gitar felépitése

5.2. abra. Az elrendezés

A meérés soran a harokat hosszuk 1/2-énél, 1/3-anal, 1/4-énél, valamint a huarlabtol
18 cm-re pengettiik, igy a 2. fejezetben ismertetett elmélet alapjan mas-més komponensek
vannak jelen a spektrumban. Minden hidron poziciénként négy pengetés tortént, igy az
eredményiil kapott fajlokbol elgszor ki kellett vagnunk az egyes pengetéseket. A kitérés
maximuméhoz viszonyitott triggerelés segitségével kerestitk meg és mentettiik el a hasznos
adatokat. Ezt kdvetGen a kapott hangfajlok spektrumét allitottuk el FFT algoritmussal.
A hurok itharmonicitasat az elézé fejezetben targyalt modon elemeztiik. A spektrumképhdl
komponensenként szinuszillesztéssel meghataroztuk a felharmonikusokat, és megvizsgal-
tuk, hogy az adott moédus frekvencidja mennyire tér el az alapharmonikus hozza tartozé
tObbszorosétsl. Ezeket a négy pengetésre atlagolva kaptuk meg a mellékelt abrakon kozolt
eredményeket.

A mikrofon zajszintje jéval magasabb volt a gyorsuldsérzékelGénél, ezért az adatok
kiértékelésénél ez utébbi adatait hasznéltuk fel. Az 5.3. 4bran jol lathaté, hogy a mért
eredmény koveti a szimulélt és elméleti értékek jelleggérbéjét. Szamszerd Gsszehasonlitas
nem lehetséges, ez azonban nem is elviarhaté, hiszen a felhasznélt hiirok pontos fizikai pa-
raméterei nem ismertek, igy ezzel pontosan Osszevethetd szimulaciét nem tudtunk végezni.
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5.3. abra. Az 1/2-énél pengetett Gy hur inharmonicitasa

Az 5.3. abra eredményei koziil csak a 4. felharmonikusra kaptunk a varttol eltérd értéket,
ez az eltérés a kiilonbo6z6 pengetéseknél konzisztensen jelen volt a mérésben.

Az 5.4. dbran a négy pengetés sordn megjelend inharmonicitas lathato. Megallapit-
hatjuk, hogy a kiilonb6z6 helyeken tértént pengetés eltérd inharmonicitast okoz az adott
hurban, jellegre azonban szintén a vart formét kaptuk. Azt is észlelhetjiik, hogy a diszperzid
mar a hallhaté frekvenciatartomanyban is jelent6s frekvenciaeltérést okoz a felharmoniku-
sokban.

5.3. A hurldb mérése

A modell tovabbfejlesztésének egyik kézenfekvs kovetkezd dllomasa lehet a nemidea-
lis lezarasok beépitése a modellbe. Ahhoz, hogy valdszertien tudjuk szimulélni a huarok
lezarasat, célszerd megvizsgalni a hirlab viselkedését.

Kovetkezs mérésiink célja ezért a hirlab valaszanak meghatarozasa volt, melyhez az 5.5.
abréan lathato pontokat jeloltiik ki a hurlabon. Eszkéziink egy PCB 086D20 (0,23 mV/N)
impulzuskalapécs, valmint két 353B13 (5mV/m) gyorsulasérzékelsk voltak. El6szor érzé-
kelinket az a, valmint az f pontokba helyeztiik, majd az I1-/-ig jelzett pontokon impul-
zusszer( kalapécsiitésekkel gerjesztettiik a testet. Fzt kovetSen az elGszér az o ponton
lévs gyorsulasdetektort mindig eggyel balra helyezve (b-¢), a méasik érzékelst az f ponton
hagyva ismét végrehajtottuk a gerjesztéseket.

A jelek feldolgozasat Matlab kérnyezetben a NiHu toolbox segitségével végeztiik. A gyor-
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5.4. abra. A D, hir inharmonicitasai a pengetés helyének fliggvényében

suldsérzékelSk id6tartomanyban kapott eredményeit az FFT algoritmus segitségével frek-
venciatartoményban vizsgaltuk.

Az 5.6. dbran lathatéak a kapott spektrumok a megadott pontokon vald gerjesztési és
mérési pontokon. J6l lathato, hogy a két mér6pontban mért spektrum igen hasonlé kis
frekvencian. Ennek oka, hogy ebben a tartomanyban a hangtesten kialakul6 rezgésalakok
azonos amplitadot és fazist érnek el a kozeli mérdpontokban [6]. Nagyobb frekvencidn mar
jelentésebb kiilonbségek lathatoak a mért értékek kozott. Az 5.6. dbran megfigyelhetd,
hogy a huarlab és a hozza kapcsolt gitartest erésen frekvenciafiiges lezarast jelent a hir
szempontjaboél, hiszen akar 40dB-es kiilénbségeket is tapasztalunk, melyek felfoghatéak
frekvenciafiigg hurhosszként is. A hurlab admittanciajat a gyorsulasbol a

aw) _ v(w)

oFw) " F@) W (5.1)

egyenlet segitségével hatarozzuk meg.
A kapott adatok segitségével mar j6 kozelitéssel tudjuk beépiteni modelliinkbe a hurlab
admittancidjat. Ez tovabbi fejlesztés targya lehet.
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5.6. abra. A lezaras frekvenciafiiggése
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6. fejezet

Osszegzés

A dolgozat célja a pengetett har mozgasanak olyan szimulécioja, mely a diszperzio je-
lenségét figyelembe véve kezeli a problémat. A modell fizikai megfontolasok alapjan oldja
meg a feladatot, a valés hirok minél jobb kozelitésére torekszik. Ezért legel6szor a pen-
getett hur jellemzdit vizsgaltuk, behatéan tanulményozva mozgasanak fizikai leirdsat. Az
analitikus mozgéasegyenlet meghatarozasa utan a csillapitast okozé jelenségeket tekintet-
tiik at. Ezutdn koriiljartuk a nemideélis viselkedést okozé koriilményeket, a rdd hajlitd
rezgéseit, majd felirtuk a veszteséges huregyenletet véges merevségt, nemideélis hirokra.

Valasztott szimulacios eljarasunk a végeselem madszer volt. A rovid, altalanos elméleti
attekintés utan részletesen levezettiik el6bb az idealis, majd a nemidealis hiirmodell 6sszedl-
litasanak elméleti alapjat. A hart egymassal csomopontjaikon kapcsolodo elemekre bontva
a szamitasokat erre a véges szamu pontra végeztiikk el. Megismerkedtiink a Galjorkin-
modszerrel, valamint a Newmark-sémaval, melyek az tér- és id6beli diszkretizalasban jat-
szottak fontos szerepet. Osszeallitottuk a rendszerleiré matrixokat, meghataroztuk a struk-
tara befogési kényszereit. Haladva a fizikai leirds sorrendjében, elészor az idedlis, csillapi-
tott hir modelljét alkottuk meg. Ezt kévetGen a szimulaciét kiterjesztettiik a nemidedlis
hurokra is, melyet 4j alakfiiggvények hasznalataval, és a rendszermatrixok fejlesztésével
oldottuk meg.

Ezutan tobb szempontbdl vizsgéltuk a modelljeink pontossidgat, a megismert fizikai
jellemz6khéz valé hasonlosagat. Mind id6-, mind frekvenciatartomanyban elemeztiik mi-
kodésiiket. A szimulacidt az analitikus modellel dsszehasonlitva azt tapasztaltuk, hogy a
modell viselkedése minden tekintetben megfelelt el6zetes varakozasainknak. Az idedlis mo-
dell a numerikus moédszerbél adédo hibak ellenére jol kozelitette az analitikus megoldast, a
véges merevségl nemideélis eredményeink valésadghtien adtak vissza az inharmonicitas jel-
lemzdéit, irodalomban publikalt adatokkal 6sszevetve is jo értékeket kaptunk. A szimulacio
eredményeinek bemutatisanil nem torekedtiink az Gsszes hatas egyszerre térténd egylittes
figyelembevételére, viszont kitértlink azokra az egyszert modositasi lehetGségekre, melyek-
kel a modell kiegészithetd.

A szimulalt értékeket mérési eredmeényekkel is 0sszevetettiik, melynek soran bemutattuk
a diszperzi6 hatdsat valdsidgos huron. Sikeriilt megmérni és bemutatni az inharmonicitas
meértékét a hangszer adott hirjain. Ezenkiviil méréseket végeztiink a hurlabon is segitve a
modell esetleges tovabbfejlesztését.

A késébbi fejlesztések egyik lehetséges célja a nemidealis lezarasok beépitése a mo-
dellbe, valamint annak elérése, hogy a rendszer ne csak a hir mozgasat szimulélja, hanem
képes legyen a fizikai alapt hangszintézisre egy hangszertestmodellhez csatolva. Ez a fel-
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adat egy bonyolultabb végeselem modell segitségével szintén megoldhato. Osszességében
elmondhatjuk, hogy a bemutatott modell minden szempontbdl megfelel az iranta tamasz-
tott elvardsoknak, illetve szdmos tovabbfejlesztési lehetGséget rejt magaban.
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni halamat mindazoknak, akik segitettek az egyetemi alapkép-
zés sordn. Koszonettel tartozom egész csalddomnak, de mindenek el6tt sziileimnek, akik
minden nehézségben tamogattak szeretetiikkel, és megteremtették egyetemi tanulmanyaim
valamennyi feltételét. Halas vagyok barataimnak, akik miatt ezek az évek igazan felejthe-
tetlenek maradnak szdmomra. Végiil, de nem utols6 sorban szeretném megkdszonni kon-
zulensemnek, Rucz Péternek végtelen tiirelmét, odaadd segitségét, batoritasit, és mindazt,
amire megtanitott az elmilt méasfél év soran.

43



44



Irodalomjegyzék

1]

2]

3]

4]
[5]
6]

7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Balazs Bank. Physics-based sound synthesis of the piano. Master’s thesis, Budapest
University of Technology and Economics, 2000.

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert. Suite des recherches sur la courbe que forme une
corde tendué, mise en vibration. pages 220-249.

J. G. de Jalén and E. Bayo. Kinematic and Dynamic simulation of multibody systems
— The real-time challenge, chapter 7, pages 243-270. Springer-Verlag, 1994.

Péter Fiala. Bevezetés a végeselem modszer alkalmazasba, 2006. Segédlet.
Péter Fiala. A hangszerek fizikdja. Elektronikus formaban, 2009. Eldadasjegyzet.

N. H. Fletcher and T. D. Rossing. The physics of musical instruments, chapter 2,
pages 33-64. Springer-Verlag, 1st edition, 1991.

Colin Gough. The nonlinear free vibration of a damped elastic string. Journal of the
Acoustical Society of America, 75:1770-1776, 1984.

Emil Kovacs. Hangszerész (pengetos) szakmai ismeret. Miiszaki konyvkiado, 2nd
edition, 1994.

S. Marburg and B. Nolte, editors. Computational Acoustics of Noise Propagation in
Fluids — Finite and Boundary element methods, page 125. Springer, 2008.

M. Marques, O. Inacio, V. Debut, and J. Antunes. On the dynamical behaviour of
worn guitar strings. In Proceedings of the 19th International Congress on Sound and
Vibration, pages 1-8. Paper 1D: 317.

Zsuzsanna, Zsofia Récz. Nemidealis harok csatolt rendszerekben, 2009. TDK dolgozat,
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem, Villamosmérnoki Kar.

J. Woodhouse. On the synthesis of guiter plucks. Acta Acustica United with Acustica,
90:928-945, 2004.

J. Woodhouse. Plucked guitar transients: Comparison of measurements and synthesis.
Acta Acustica United with Acustica, 90:945-965, 2004.

0. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor, and J. Z. Zhu. The Finite Element Method: Its basis
and fundamentals. Elsevier, 6th edition, 2004.

45



46



O~ O UL W N

D = = = e e e e
S © 00~ Uk WN = OO

Forrasfajlok

Az aldbbiakban kozdljiik a Matlab forrasfajlokat, melyeket a diszperz, csillapitott huar
végeselem modelljének elGallitdsahoz és a szimulacié futtatdsahoz fejlesztettiink. A Matlab
symbolic math toolboxénak fiiggvényeit hasznaljuk a szimbolikus szamitasokhoz, mas tool-
boxok fliggvényeit nem hasznaljuk. Az alabbi kodok csak a lényeges lépéseket tartalmazzak,
az abrak megrajzolaséit és az eredmények mentését / betoltését elvégzd kodsorokat itt nem
tintetjik fel. A megadott kodrészletek viszont teljesek, az itt megadott kod lefuttatésa
elvezet az Eredmények c. fejezetben kozolt futtatasi eredményhez.

Az elsg forrasfijl a harmadfoku alakfiiggvények szimbolikus elGallitdsat mutatja. A pe-
remfeltételek vektordt és az egyiitthatomatrixot is szimbolikusan adjuk meg, majd a sziik-
séges derivalasok és integralok kiértékelése, az elemmatrixok elGéllitasa is szimbolikusan
torténik.

a0_shape_symbolic.m

% Symbolic variables

x = sym(’x’);

L = sym(’L’);

v=x ."[01 231].2 ; ¥ Powers of x

dv = diff(v,x) ; % and their derivatives

% Boundary condition matrix
A = [subs(v,x,0), subs(dv, x, 0),
subs (v,x,L), subs(dv, x, L)] ;

% Solve the system, obtain shape functions

N = A\ v;
dN = diff (N,x); % First derivative
ddN = diff (dN,x); % Second derivative

% Calculate element matrices

Re = int(ddN * ddN.’ , x , O , L );
Ke = int(dN * dN.’, x, O, L);

Me = int(N * N.’, x , O , L );

Ce = int(N * N.’, x, 0, L);
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A kovetkezd kodrészlet a modell fizikai és szamitasi paramétereit tartalmazza.

a_param.m

% Physical parameters

L = 1; % Length of string [m]

r = 2.28e-4; % Radius of string [m] (0.011 inch guitar string)
S = 80; % Tension force [N]

beta = 2.5e-3; % Viscous damping coefficient [Ns/m~2]

E = 2ell; % Poisson-number [Pa]

rho = 7800; % Density [kg/m~3]

u0 = rho*(r~2*pi); J Mass of unit length [kg/m]

% Inharmonicity coefficient
B = pi~3*Ex*(2*r)~4/(64*xS*xL"2);

% Model parameters
N = 500; % Number of elements
Nnod = N+1; % Number of nodes

% Picking parameters
x0 = 0.2%L; % Picking position
U = 1e-3; % Maximal amplitude

Ezek utan a méatrixok Osszeallitdsa kovetkezik. Jelen esetben a hart homogénnek te-
kintjiik, azonban ez kézenfekvé modon megvaltoztathatd a modellben. Véletlenszerd, adott
eloszlast paraméterek (pl. egységnyi hurhossz véltozo tomege) is egyszerten megadhato6 a
ciklus értelemszerti modositasaval.

b_system.m

% Equal element sizes
xn = linspace(0, L, Nnod); % Nodal position
Le = xn(2) - xn(1); % Element size

% Preallocate system matrices
M = sparse (2xNnod, 2*Nnod) ;
K = sparse (2xNnod, 2*Nnod) ;
R = sparse (2xNnod, 2*Nnod);
C = sparse (2*Nnod, 2*Nnod);

% Evaluate element matrices

% (Homogeneity assumed)

Ml = uO*subs(Me,’L’,Le);

K1 = S*subs(Ke,’L’,Le);

Rl = Exr~4*pi/4*subs(Re,’L’,Le);
Cl = beta*subs(Ce,’L’,Le);

% Go through all elements

for iE=1:2:2%N
% Add to the corresping part in the sparse matrices
M(iE:iE+3,iE:iE+3) = M(iE:iE+3,iE:iE+3) + M1;
K(iE:iE+3,iE:iE+3) K(iE:iE+3,iE:iE+3) + K1;
R(iE:iE+3,iE:iE+3) R(iE:iE+3,iE:iE+3) + R1;
C(iE:iE+3,iE:iE+3) = C(iE:iE+3,iE:iE+3) + Cl;

end
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A kényszerfeltételek és a T, transzformacios matrix elgallitasat mutatja a kévetkezd
kédrészlet. A zérus forgatonyomaték feltételek a szimbolikusan megadott alakfliggvények
mésodik derivéltjainak kiértékelésével adandéak meg.

c_constraint.m

% Find master and slave indices
slave_ind = [1 2 2*Nnod-1 2*Nnod]; % slave DOF indices
master_ind = setdiff (1:2*Nnod, slave_ind); % master DOF indices

% Preallocate constraint matrix
A = sparse (4,2%Nnod) ;

% Fill constraints
% Zero displacement at both ends

A(CL,1) = 1; % u(x=0) = 0

A(2,end-1) = 1; % u(x=L) = 0

% Zero torque at both ends

A(3,1:4) = subs(subs(ddN,’x’,0),’L’, Le); % d2u/dx2(x=0) = 0
A(4,end-3:end) = subs(subs(ddN,’x’,’L’),’L’, Le); % d2u/dx2(x=L) = 0

% Slave and master parts of constraint matrix
As = A(:, slave_ind); % Slave part
Am = A(:, master_ind); J Master part

% Transformation matrix Tc

Ts = -As\Am; % Slave part

% Slave - master - Slave allocation

T = [Ts(1:2,:); speye(2*xNnod-4); Ts(3:4,:)];

A kovetkez$ lépés a kezdeti kitérés meghatirozasa. A megadott pengetési ponthoz
legkozelebb esé csomépontban régzitjiik a kitérés értékét, illetve alkalmazzuk az el6bb
megfogalmazott kényszerfeltételeket is. A megoldas az allandosult idejii mozgasegyenlet
szétbontasaval, a 3. fejezetben targyaltak szerint all elg.

d_steady.m
% Locate position of picking
[, NO] = min(abs(xn-x0)); % Node index near picking
% Fixed master -index
Nm = find (master_ind == 2*NO-1, 1, ’first’);
% Preallocate steady state
sO = zeros (2*(N+1) ,1);
h
sOm = sO(master_ind); % Master parts
sOm(Nm) = U; % Fix amplitude at picking position
% Partitioning of master indices
sOml = Nm; % Fixed master indices
sOm2 = setdiff (1:length(master_ind),sOml); J Non-fixed master indices

% Calculate the modified stiffnes matrix Knew
Knew = T.’*(K+R)*T;

% Partitioning of the matrix Knew
Knew21 = Knew(sOm2,sOmi) ;
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Knew22 = Knew (sOm2,s0m2);

% Solve system of equations
sOm(sOm2) = - Knew22 \ (Knew2l * sOm(sOml));

% Calculate slave values as well
sO = T*sOm;

Végiil, az id6léptetés megvalositasat, a Newmark-séma miikddését latjuk az aldbbi-
akban. Az id6lépések szamét az utofeldolgozashoz sziikséges frekvenciafelbontés alapjan
valasztjuk meg. A jo frekvenciafelbontés sziikséges a diszperzi6 jelenségének minél ponto-
sabb azonositasahoz és elemzéséhez.

e_solution.m

% Newmark scheme

b = 1/4; % Beta_H
c = 1/2; % Gamma_H
sp = sqrt(S5/ul); % Propagation speed inside

% Time step must be small enough
dt = 1/32*(xn(2)-xn(1))/sp;

% The modified matrices

Mstar = M + bxdt~2*K + c*xdt*C;

Mnew = T.’*Mstar*T; % Reduced mass matrix

K = K+R; % Adjusted stiffness matrix

% Starting condition (displacement is known, derivatives are zero)

ds0 = zeros(size(s0)); % First derivative (d/dt) (velocity) is zero
dds0 = zeros(size(s0)); % Second derivative (d2/dt2) (acceleration) <
is zero

% Time steps and resolution

df = 2; % Frequency resolution
max_time = 1/df; % Maximal time

nt = ceil (max_time/dt) ; % Number of timesteps
thist = zeros(nt,1); % Preallocate time history

% Main time stepping cycle
for it = 1:nt
% Right hand side
rhs = T.’*(-K*x(s0 + dt*ds0 + dt~2/2%(1-2%Db)*dds0)-C*(dsO0+dt*(1-c)*+
dds0)) ;

% Solution at time step n+1l

ddsn = T*(Mnew \ rhs); % 2nd <«
derivative

dsn = dsO + dt*((1-c)*ddsO + c*ddsn) ; % 1st <
derivative

sn = s0 + dt*ds0 + dt~2/2*%((1-2*xb)*dds0 + 2*b*ddsn) ; % State <+
vector

% Move to next step - update state
sO = sn; ds0O = dsn; ddsO = ddsn;
% Save time history at middle point
thist (it) = s0(end/2);

end
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