Exercitatio artem parat (Tacitus)

Random Club 2010 tavasz

Advanced probabilistic calculus for engineers

Minden jelenséget okok rendszere hoz létre, amelyek mindegyikét legtobbszor nem
tudjuk figyelembe venni, igy a jelenség lefolyasa véletlenszerii lesz a szemiinkben. Ha
a figyelembe nem vett koriilmények nagy szamuak, és egyenként kis hatasuak, akkor
véletlenszeriinek nevezziik a jelenséget. Komplex jelenségeknél kénytelenek vagyunk
kovetni ezt a szemléletmodot. Hogy mindemellet karakterizalni tudjuk a jelenséget,
ebben segitenek a sztochasztika modszerei. Ebben az értelemben rendkiviil altalanos
és megkeriilhetelen eszkoztdrat kinal fel szamunkra.

Az RC klub elsé 25 taldlkozojanak feladatanyagat tartalmazza ez az
osszeallitas. A talalkozdkon egy-egy témakort dolgoztunk fel, problemak
megoldasan keresztiill. A problémak/feladatok kitlizése utan néhany
percnyi egyéni fejtorés kovetkezett, majd egy 1ényeges megoldasi triikk
megismerése mellett lehetett folytatni a toprengést, s ha esetleg még
ezutdn sem volt egyéni megoldasi javaslat, kozosen oldottuk meg a
feladatot.

A klub céljai meghirdetésének megfeleléen az informatikus mérnokség
szamara egyik legfontosabb diszciplina, a sztochasztika teriiletérdl
szamitasi technikdk megismerése, gyakorldsa problémamegoldas
formajaban. Hetente egy oOrara jottiink 6ssze a BME Hiradastechnikai
Tanszék 1E 4. emeleti kortargyalojaban szerdanként.

Tobb vonatkozéasban is sikeresnek tekintheté a Klub. Néhany honap alatt,
tisztan feladatmegoldasok kapcsan pl. a Black-Scholes egyenletig
eljutottunk. Célunknak megfelelden els@sorban a technikdkra, kalkulusra
Osszpontositottunk, de mindeniitt, ahol ez szorosan kapcsolhatd volt,
alkalmazéas modelleket vizsgaltunk mérndkséghez kozel allo teriiletekrdl
(pl. sorbanallés, kiszolgalas, buffer méretezés, raktarozés-tarolas, tézsdei
folyamatok). Osszel folytatodik a klub.

Kellemes fejtorést a feladatokhoz!

Udvozlettel
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Klasszikus modszerek

1. Egy lizemben gyartott selyemharisnyédk koziil atlagban minden ezredik hibés. A
harisnyakat kétszdzasaval csomagoljak dobozokba. Szamitsuk ki, hogy ezer doboz
koziil atlagban hany olyan lesz, amely csupa hibatlan harisnyat tartalmaz.

2. Legalabb hany ember esetén nagyobb '42-nél annak a valoszintisége, hogy legalabb
kettdnek azonos honapra esik a sziiletésnapja?

3. Tiz kéziratot harminc irattartoban tudunk elhelyezni (egy kézirat 3 irattartoban fér
el). Mennyi annak a valoszinlisége, hogy 6 véletlenszeriien kivalasztott irattartoban
nem lesz egyetlen komplett kézirat sem?

4. Az §={1,2,..., N} szamhalmazbol véletlenszeriien (visszatevéssel) kivalasztunk
két részhalmazt, ezek A és B. Szamoljuk ki a 4" B =0 esemény valdsziniiségét!

5.Az § ={1,2,..., N} szamhalmazbdl véletlenszeriien (visszatevéssel) kivalasztunk r
részhalmazt, ezek 4,,..., 4.. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy diszjunkt a
halmazok ezen rendszere?

6. Egy mozi egy sordban N szék van, és n nézd il (véletlenszerli helyen). Szadmoljuk
ki a kovetkezd események valdszinliségét:

a.) sehol sem il két néz6 egymas mellett;

b.) minden nézének pontosan egy szomszédja van.

7. n golyot helyeziink el N urnaba véletlenszerlien. Szamitsuk ki annak
valosziniiségét, hogy nem lesz iires urna.



8. 5 urnank van. Az els6 hdrom urnaban 2-2 fehér és 3-3 fekete, a negyedik es
otodikben 1-1 fehér és 1-1 fekete goly6 van. Taldlomra kivalasztunk egy urnat és
kihuzunk egy golydt. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a negyedik vagy az 6tddik
urnat valasztottuk ki, ha a kihuzott golyo6 fehér volt?

9. Egy oktat6 p valoszinliséggel jon be egy nap a tanszékre. Ha aznap bejon, akkor
annak valészintisége, hogy k ember keresi 4 paramétert, mig ha nem jon be, A4

paraméterli Poisson eloszlés szerinti (1 > A). Feltéve, hogy K hivas érkezett, mi a
valoszinilisége, hogy bejott az oktato?

10. Egy urndban van n piros és 1 fehér golyd. Visszatevéssel huzunk az urnabdl egy-
egy golydt, és minden huizas utan még egy piros golyot teszlink az urnaba. Jelolje X
annak a kisérletnek a sorszamat, amikor el6szor htizunk fehér goly6t. Hatarozzuk meg
X varhat6 értékét!

11. Szindbadnak jogéban all N haremhdlgy koziil kivalasztani egyet olyan modon,
hogy az el6tte egyenként elvonuld holgyek valamelyikére ramutat. A holgyek
tetszOleges szépségsorrendben érkezhetnek, s sz€pségben kiilonbozok. Szindbad azt a
stratégiat valasztja, hogy elenged k holgyet, amelyek koziil megjegyzi a legszebbet,
majd a tovabbiak koziil azt valasztja, amelyik szebb, mint a megjegyzett.

a.) Mi a valoszinlisége, hogy a legszebbet valasztja?

b.) Mi legyen k értéke, hogy az a.)-beli valosziniiség maximalis legyen?

12. Egy évre d Ft biztositasi dijat fizetiink. Ha nincs balesetiink az évben akkor ez a

dij A -szeresére mérséklddik (A <1), ha a kdvetkezd évben sincs, akkor A% -szeresére,
s.i.t., ha viszont egy évben baleset torténik, akkor ismét d Ft a dij. Ha p
valdszinliséggel torténik baleset, akkor mekkora az n-edik évben varhato6 biztositési
dij?

13. Egy urnaban a fehér és b piros goly6 van. Ha egy fehér golydt huzunk ki, akkor
azt visszatessziik, ha pirosat, akkor helyette egy fehéret tesziink vissza. Ezt a
miiveletet n-szer ismételjiik. Szamoljuk ki annak valdsziniliségét, hogy mindezek utan
egy golyot kihtizva az fehér lesz!



14. Egy utas két villamosjarat koziil valaszthat, hogy melyikkel utazik. A villamosok
periddikusan jarnak, 7; illetve 7, id6kozonként kovetik egymast. A két jarat
egymashoz nincs szinkronizalva, véletlenszerli. Szamoljuk ki annak valosziniiségét,
hogy a megalloba érkez6 utasnak nem kell t idonél tobbet varakoznia

(O<t<min(T; ;).

15. Egy kerek asztal koré 2n vendég iil le véletlen sorrendben, fele férfi, fele nd.
Szamoljuk ki annak a valoszinliségét, hogy a vendégeket szét lehet osztani n olyan
diszjunkt parra, hogy minden parban egy férfi és egy né lesz.

16. Legyenek C,,C,,...,C, pontok fliggetlenek és egyenletes eloszlastiak egy O

kozéppontu, 1 sugara K korben. B véletlen halmaz elemei legyenek a kor azon
pontjai, amelyek kozelebb vannak az O ponthoz, mint a kor hatarvonaldhoz vagy a
C,,C,,...,C, pontok barmelyikéhez. Szamoljuk ki a B halmaz tertiletének varhato

értekeét.

17. Tekintslik a kdvetkezo teszt jellegll vizsgaztatasi szabalyt: egy vizsgakérdés egy
vizsgalapra van felirva, és minden kérdéshez harom valasz van megadva, amelyek
koziil csak egy helyes. A vizsgazénak ezt a lapot kell kitdltenie a helyesnek vélt
valaszt megjelolve. Tegyiik fel, hogy a vizsgaz6 p valosziniiséggel tudja a helyes
valaszt. Ha nem tudja a valaszt, akkor 1/3 valoszintiséggel jeloli meg a 3 lehetséges
valasz koziil az egyiket. Mennyi a valdszinlisége, hogy azért adott a vizsgazo helyes
valaszt egy vizsgakérdésre, mert tudta a helyes eredményt?

18. n fiok koziil valamelyikbe betette valaki az utlevelét, de elfelejtette, hogy
melyikbe. Kozvetleniil utazas van és idegesen keresgél. Annak valosziniisége w, hogy
kihtizva azt a fiokot, amelyben az utlevél van, abban megtalalja azt. A fidokok koziil a
keresgéld ugyanolyan valdszintiséggel htizza ki mindegyiket. Ha az el6szor kihuzott
fiokban nem talélja az utlevelét, mennyi annak a valosziniisége, hogy az valoban
nincs ott?



Eloszlas- és suruségfiiggvény Kiszamitasa: Alaptechnikak

1. Egységnyi hosszusagl szakaszt véletlentil valasztott pontjaval két részre osztunk.
Mi a rovidebb rész eloszlasfiiggvénye?

2. Egy & val6szinliség valtozo eloszlasfiiggvénye F(x). Hatdrozzuk meg /F(&)
stiriségfiiggvényét!

3. A & és n fiiggetlen valdszinliségi valtozok egyenletes eloszlastiak a [0,a]

intervallumon. Hatarozzuk meg ¢ striiségfiiggvényét!
n

4. A &,¢&,, &, fiiggetlen valoszinliségi valtozok egyenletes eloszlastak a [0,1]

intervallumon. Hatarozzuk meg & + &, + &, Osszeg stirliségfliggvényét!

5. A (,,&,) pont egyenletes eloszlasu az {(x,y):0<x<a,0<y<a} négyzetben.
Mutassuk meg, hogy |§1 — §2| és min(&;,&,) valoszinliségi valtozok azonos

eloszlasuak!

6. Addig dobunk egy kockéval, amig 5-nél kisebb szamot nem kapunk. Jeldlje & az

utols6 dobas eredményét, v pedig a dobasok szamat. Fliggetlenek-e ezen
valdsziniiségi valtozok?

7.A &,....¢, valoszinliségi valtozok fliggetlenek, azonos eloszlastak F(x)
eloszlasfiiggvénnyel. Adjuk meg a minimalis és maximalis érték valoszinliségi
valtozd par eloszlasfiiggvényét.



Eloszlas- és suruségfiiggvény kiszamitasa: Rendezett minta esete

1. Legyenek & és n fiiggetlen, [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi
valtozok. Szamoljuk ki a {max(n,&)—min(n,&) <b}, 0<b <1 esemény
valdsziniiségét!

2. Legyenek &,,...,&, fiiggetlen, [0,a] intervallumon egyenletes eloszlasu

valosziniiségi valtozok. Szamoljuk ki az fl*,...,ﬁz rendezett minta stiriségfiiggvényét.

3. A 2.feladat megoldasat felhasznalva, mutassuk meg, hogy Cfi* - cfl.*_l ,1=1,2,...n+1

(§: .1=a) rendezett minta szomszéd kiilonbségek azonos eloszlastiak. Ennek alapjan
szdmoljuk ki ezen kiilonbségek stirtiségfiiggvényét.

4. Szamoljuk ki n(1-F (5; )) aszimptotikus eloszlasfiiggvényét, ha n — oo, ahol F(x)

a &, 0<i<n valdsziniiségi valtozok folytonos eloszlasfiiggvénye.

5. Multban megfigyelt N természeti jelenség maximumot (pl. éves aradas) &,...,&y

fiiggetlen, azonos eloszlast valosziniiségi valtozoval modellezziik. Szamoljuk ki
annak valoszintiségét, a jovoben megfigyelhetd n maximum koziil x darab nagyobb
lesz, mint a mar megfigyeltek koziil az m-edik legnagyobb (azaz ndvekvo sorba
rendezve a multbeli maximumokat az N-m-1 sorszamu).



Varhato érték: Indikatorfiiggvény, varhato érték linearitasa

1. Urndban M fehér, N-M fekete golyo van, visszatevés nélkiil kihtizunk n golyét.
Legyen & a kihuzott fehér golydk szama, & eloszlasa hipergeometriai. Szamitsuk ki &
varhat6 értékét.

2. Egy csoportban 25-en tanulnak. Szamitsuk ki azon honapok szamanak varhato
értékét, amelyekre nem esik sziiletésnap.

3. Egy kockas fiizetlapra ledobunk egy egységsugart kort (négyzetek oldalhosssza 1).
Szamitsuk ki a kor altal fedett racspontok szamanak varhato értékét.

4. Legyenek &,...,&, valosziniliségi valtozok fiiggetlenek, pozitiv értékiiek és azonos

Sk

eloszlasuak. Legyen 77, = ————
&+t 8,

. Szamitsuk ki 77, varhat6 értékét.

5. N celldba szétosztunk n részecskét véletlenszeriien. Jelolje 14,(n, N) az liresen

marado cellak szamat. Szamoljuk ki z4,(n, N) szérasnégyzetét.

6. A sikra egymastol fiiggetleniil ledobunk n darab r sugaru kort ugy, hogy ezek
kozéppontjai egyenletes eloszlastiak egy R sugarti korben. Ha X(m) jeldli a sik azon
pontjaibol all6 halmaz teriiletét, amelyeket pontosan m kor fed le, hatarozzuk meg a

EX(m

MmN, R)=="3

2
normalt varhato értéket, illetve a lim M (m, N, R) hatarértéket, ha N (%j —>A.
N,R—



Varhato érték: Feltételes varhato érték és altalanositasa

1. Legyen & valosziniliségi valtozé egyenletes eloszlasu a [0,1] intervallumon.
Legyen n valdsziniiségi valtozo a kovetkezd

€& .ha <05
105 ,ha £>0.5

Szamitsuk ki E(r7| &) feltételes varhato értéket!

2. Kockaval n-szer dobunk. Jeldlje &, a dobott 3-asok, 77, a dobott paratlan szamok

darabszamat. Szamitsuk ki az E(&, |n,) feltételes varhato értéket!

3. Legyen (X,Y) egyenletes eloszlast a (0,0), (0,1), (1,0) sarokponti haromszégben.
Szamitsuk ki E(X |Y = y) feltételes varhat6 értéket!

4. Egy kockadobas eredménye &. Ezutan & -szer feldobva a kockat a legnagyobb
dobas eredménye 7. Szamitsuk ki E(r7| &) feltételes varhato értéket!

5. A & és p fiiggetlen valoszintiségi valtozok egyenletes eloszlasuak a [0,1]
intervallumon. Szamitsuk ki E(&|& >n) feltételes varhato értéket!

6. Legyenek ¢&,...,&, fiiggetlen, azonos eloszlast, véges varhato értékll valoszinliségi
valtozok, tovabba legyen S, =& +...+¢, . Igazoljuk, hogy E(& | S, =x)=x/n!

7. Tekintsiik az (Q, 4, P) valdszinliségi mez6t. Igazoljuk, hogy tetszdleges A e A
esetén, ahol 4, ¢ 4, fennall,

[ E(€14)dP=EEP(A] 4)
A



Generatorfiiggvény technikak

1. Bernoulli kisérletet végziink. Jelolje &, a k-adik sikeres kimenetelii kisérlet
sorszamat, ahol p egy kisérletben a siker valosziniisége. Szdmitsuk ki &, varhatd
értékét, szorasat és generatorfiiggvényét!

2. A & val6szinliségi valtozd nemnegativ egész értékeket vesz fel,
generatorfiiggvénye g(z). Igazoljuk, hogy b>a>0 esetén

1
(§+a)(§+b I

[y g(v)dydz
0 0

3. Egy telefonkdzpontba t id6 alatt érkezd hivasok szdma A t paraméterti Poisson
eloszlas szerinti. Egy-egy hivas 1-p valdszintiséggel elvész, p valdszinliséggel
sikeres. Hatarozzuk meg az idéegység alatti sikeres beszélgetések
generatorfiiggvényét!

4. Adjuk meg max(&,,...,&,) eloszlasfiiggvényét, ahol &, ,...,&, fliggetlen, azonos

eloszlasu valoszintliségi valtozok F(z) generatorfiiggvénnyel, v ezektdl fiiggetlen,

egész értekeket felvevd valoszinliségi valtozd G(z) generatorfiiggvénnyel.

5. Legyenek & és np fliggetlen geometriai eloszlast valoszinfiségi valtozok p, illetve

p, paraméterrel. Szamoljuk ki a min(&,7) generatorfiiggvényét!

6. Egy egyed k szamu egyedet fertéz meg p, valoszintiséggel (k=0,1,...). A

populécio fertdzése egy egyedtdl indul. Tegyiik fel, hogy idéegységenként zajlik le

egy fertézési 1épés. Hatdrozzuk meg az n-edik idéegység végén a fertdzottek
szamanak generatorfiiggvényét!

10



Konvergencia: A Borel-Cantelli technika

1. Legyenek &,&,,... fiiggetlen, azonos eloszlast, normalis eloszlast valosziniiségi

valtozok. Ervényes-e a nagy szamok (gyenge) térvénye az 1, = cos (5—"], n=12,..
n+l

sorozatra?

2. Végtelen sok fiiggetlen binaris kisérletben az n-edik sikerének valoszintisége 1/n” ,
0<a<1.k egymast kovetd kisérlet sikerét figyeljiik. Borel-Cantelli lemma
segitségével szamoljuk annak valoszinliségét, hogy végtelen sokszor all el6 siker?

3. Legyenek &, ...,¢, valoszinliségi valtozok korrelalatlanok, azonos véges m varhato

értékkel és o2 szorasssal. Mutassuk meg, hogy a

+..+E
i

n—>o0 n

4. Legyenek &,,&,,.... fliggetlen, azonos 0 varhato értékii valosziniiségi valtozok
alabbi eloszlastiak
P(&=-1)=1-1/n", P(&=n"-1)=1/n"

Mutassuk meg, hogy P( lim siteton = —1) =1!

n—»o0 n

5. Szamitsuk ki a kovetkez0 hatarértéket:

111
XA x?

1 dx,...dx

1m 1 n

e 00 0N et X,

11



Konvergencia: Alkalmazasok a matematikai statisztikaban

1. Mutassuk meg, hogy a tapasztalati eloszlasfliggvény az eloszlasfiiggvény
torzitatlan €s konzisztens becslése.

2. Legyen Xx,,..,x, egy minta, E(x;)<oo,k=12,....Legyen x= %Zxk ,
k=1
s? = ﬁz (x; —;)2 . Hatdrozzuk meg az alabbi hatareloszlast:
k=1

3. Bernoulli kisérletet végziink, ahol a siker valoszinlisége p. Adjunk 1-2«
megbizhatdsdgu konfidencia intervallumot a p paraméterre.

4. Egy urnaban ismeretlen N szamu sorszamozott golyd van. Visszatevéssel kihuzunk
n golyo6t. Az N szam becslésére az 1/7, statisztikat hasznaljuk, ahol

N
= 7 26 =

¢és &, jeldli a k sorszamu golyok szdmat a mintaban.
a.) Szamitsuk ki 7, varhato értékét!

b.) Adjunk aszimptotikus kozelitést Drn, szorasra, n,N = coesetén,ha N/n— .

5. Legyen x;j) < x5 <...< X, az x,...,Xx, minta rendezettje, ahol x, értékei

egyenletes eloszlasuak az [a,b] intervallumon. Az a” = Xy €sa b* = Xy becslések

torzitatlan illetve aszimptotikusan torzitatlan becslései-e az a,b paramétereknek?

12



Valoszinuség fels6 becslések: A Bernstein technika és variacioi

1. Legyenek X,..., X, fliggetlen, egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozok a [0,1]
intervallumon. Legyen Y =3/ X, X, --- X, . Adjunk becslést Markov modszerével a

P(O.188875 <Y< 0.716531)

valoszintiiségre!

2. 10 szabalyos kockaval dobunk. Adjunk felsd becslést Csebisev mddszerével annak
a valoszinliségre, hogy a dobott szamok atlag vagy nagyobb, mint 4 vagy kisebb, mint
3.

3. Vezessiik le a Csebisev-Cantelli fels6 becslés formulat:

Var(X)

P(X-E(X)>1)< Var(X)+ 7

4. Laci és Sanyi jatszanak. Pénzt dobnak fel, s aki eltalalja 1 forintot nyer. 100
pénzdobasig tart a jaték.

a.) Bernstein modszerével adjunk felsd becslést annak valoszinliségére, hogy Sanyi
legalabb 3-szor annyit nyer, mint Laci. (Ne hasznaljunk formulat, vezessiik le a fels

becslést.)

b.) Csebisev-Cantelli modszerével mire jutnank?

5. Legyenek X,..., X, fliggetlen, 0,1 értéket felvevo valoszintiségi valtozok, ahol
P(X, =1)= p,. Adjunk felsé becslést Bernstein modszerével a

P(X>(1+6)u)
valosziniiségre, ahol X = X, +..+ X, é u=E(X).

6. Egy 1000 m térfogatl godrot toltenek fel teherautok épitési sittel. Naponta jon egy

teherautd, amely maximum 10 2’ sittet tud szallitani, de véletlenszerii, hogy mennyit
hoz. Elenyészd-e annak a valdszinlisége negyedév mulva sincs félig a godor?
(Elenyészonek tekintjiik, ha kisebb, mint 0.05.. Haszndljuk a Hoeffding-becslést.)

13



Valoszinuség fels6 becslések: Nagy eltérések modszere

1. (A “nagy eltérés”) Pénzfeldobas-sorozatot tekintiink: &,...,&,, {0, 1}
kimenetelekkel.

a.) Mutassuk meg, hogy

n

(M, =) P[Z &> nxj ~e M (~ IinM, - - I(x))

i=1

x>0, ahol I(x) = xlog(x) + (1 —x)log(1 — x) —In2. (Kozvetleniil (kombinatorikusan)
adjunk alsé és fels6 becslést Lln M, -re, majd a Stirling-formula felhasznalasaval

vizsgaljuk a ezen becslések konvergenciajat.)

b.) Legyen a pénz hamis m # 0 vérhato értékkel. Adjuk aszimptotikusan pontos

n
becslést aP(| %Zfi -ml|> g] valoszintiségre!
i=1

n
c.) Mit tudunk mondani a P[Z & > \/;xJ valdszintiségrdl novekvd n esetén?

i=1

2. Biztositotarsasagot lizemeltetiink, januar 1 van. Naponta, sszesen, D biztositasi dij
folyik be. Az i-edik napi kdresemények koltségét X, valoszinliségi valtozo
modellezi. Szeretnénk, hogy legfeljebb p legyen annak valdsziniisége, hogy az év
végén nem all a tarsasag kasszajaban B 0sszegili bevétel (0<B<365D). Mekkora napi
D biztositasi dijbevétel sziikséges? (napi karesemény ®d(m, o) normalis eloszlasu).

3. Buffer méretezés Osszefiiggést adunk nagy eltérés modszer segitségével. Egy egy-
kiszolgalos sort tekintiink (FIFO). Az iddegységenkénti inputot X, X,,... illetve
outputot (kiszolgalo egységenkénti feldolgozo képességét) V.Y, ,... fa.e.
valoszinliségi valtozo sorozat modellezi (E(X;)< E(Y;)). Adjunk aszimptotikusan

pontos exponencidlis becslést annak valdsziniiségére, hogy egy q méretii buffer
tulcsordul, s ennek alapjan vonjunk le méretezési dsszefiiggéseket.

4. Egy n elemii rendszerben az elemek r kiilonb6zd allapotot vehetnek fel, & diszkrét
eloszlas szerint egymastol fliggetlentil, tovabba masodpercenként Gjrasorsolddik az
allapotuk. Mutassuk meg, hogy annak valdszinlisége, hogy az n elem allapotabol
kialakulé empirikus eloszlas egy [ eloszlas ¢ sugart kornyezetébe esik, n-ben

exponencialisan csokkend valoszinliségli, ahol az eloszlasok r dimenzids euklideszi
vektorok, tovabba ahol O0<e< |a—/f].
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Bolyongasok: Szimmetrikus bolyongas, tiikrozési elv

1. Egy valasztas soran A személy n szavazatot, B személy m szavazatot kap (n>m).
Mekkora annak a valoszinlisége, hogy A végig vezet a valasztas sordn?

2. Egy fagylalt 4ra 10Ft. A fagyisnal m+n ember all (m>n) sorban, ahol m embernek
csak 10Ft-os érméi, n embernek csak 20Ft-os érméi vannak. Ha véletlenszer( az
emberek sorrendje, szdmoljuk ki annak valdszinliségét, hogy senkinek sem kell majd
visszajar6 pénzre varakoznia.

3. Egy jatékban B nyer 1Ft-ot, ha egy feldobott pénz fej oldaléra esik, veszit egy 1Ft-
ot, ha iras jon ki. Indulaskor B zsebében 10Ft van.

a.) Szamoljuk ki annak a valoszinliségét, hogy az elsé n 1épés soran nem fut ki B a
pénzébol?

b.) Ha B kdéleson tud kérni, adjunk becslést annak valoszintisége, hogy 100 1€pés utan
legalabb 20Ft van B zsebében!

4. Szamoljuk ki annak a valoszinliségét, hogy a 3.feladatbeli jatékos el6szor az m-dik
1épésben lesz jra kiinduld pénzénél tigy, hogy addig egyszer sem kellett a kiinduld
tokéjéhez nyulnia. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy ez sohasem fordul el6?
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Bolyongasok: A differenciaegyenletek modszere

1. Alfonz és Béla pénzben jatszik, ahol egy jatszmaban Alfonz p valdszinliséggel nyer
1 Ft-ot, 1-p valoszinliséggel veszit 1 Ft-ot, jatszmanként fliggetleniil. Alfonz kezdeti
vagyona z Ft Bélaé v-z Ft, azaz 6sszvagyonuk v Ft. A jaték addig folyik, amig
valamelyik fél zsebében OFt marad.

a.) Szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy Alfonz veszit!
b.) Hatarozzuk meg Alfonz varhatd nyereségét!
c.) Legyen Alfonznak 90 Bélanak 10 Ft-ja kezdetben, tovabba legyen p=0.45. Valaki

azt allitja, hogy Alfonz nyerési esélyei ilyenkor kedvezdtlenek, ugyanakkor ha
megduplaznik a tétet (2Ft), akkor ez helyzet megfordulna. Igaz lehet ez?

2. Valaki azt a meglepd dolgot allitja, hogy ha pénzfeldobas jatékot folytat Alfonz és
Béla (p=0.5), annak ellenére, hogy Alfonznak 1000 Bélanak meg csak 1 Ft-ja van
kezdetben a jaték varhato id6tartama 1000 1épés (?!!!). Ellendrizziik ezt az allitast, az
1.feladatbeli altalanos paraméterezés mellett is vizsgélva a jaték varhato idOtartamat!

3. Szamoljuk ki a fentiekben bevezetett jatékban Alfonz tonkremenése iddtartama
(valoszinliség-eloszlasa) generatorfiiggvényét!
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Markov lancok : A Markov modell

1. Legyenek &,, t=1,2,... bindris fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok,
ahol P(& =1)=1-P(¢ =-1)= p. Markov lancot képeznek-e a kdvetkezd v.v.

sorozatok:

a.) 1, =8,8
b) 1,=8&..5
c) n,=®(&,&,), ahol @(-1,-1)=1, ®(-11)=2, ®(1,-1)=3, O(1,1)=4?

2. Igazoljuk, hogy a szokasos Markov-lanc ,,markovitas” tulajdonsagédval ekvivalens
az a tulajdonsag, hogy a jelen ismeretében a mult és a jovo fiiggetlen egymastol:
P(X, =iy, X, =0),..X X X | X, =i,)=

m=1 = 15 A il T hpas s X = Uy

P(X :iO’Xl :il""Xn -1 :im—l |Xm :lm) P(Xm+1 :im+1""’Xm+n =im+n |Xm =lm)

n

3. Két tartalyunk van, A és B, 6sszesen 2a labdat tartalmaz. Induldskor A tartdlyban k
db, B tartalyban 2a-k db labda van (JA|=k, |B|=2a-k). Minden lépésben
véletlenszerlien valasztunk egy labdat az dsszes labda koziil, és attessziik a masik
tartalyba. Adjuk meg az (JA|-|B|)/2 differencia Markov modelljét (allapottér,
valdszinliség-atmenet matrix)!

4. Egy raktarban, ha a készlet mérete az i-edik periddus végére s érték ala esik, akkor
a kovetkezd periodus elejére S méretre emelik azt. Periodusonként f.a.e. igény
érkezik, az i-edik periodusban & igény. Adjuk meg X;, az i-edik periodus végén a
készlet mérete Markov modelljét!

5. Egy egy-kiszolgalos rendszerben minden egyes idOperiddusban egy igény kertil
kiszolgalasra. Periddusonként beérkezo igénye fiiggetlen, azonos eloszlasu
valosziniiségi valtozok, ahol az i-edik periddusban & igény érkezik, ahol & a 0,1,...
értékeit pozitiv valosziniliséggel veszi fel. Adjuk meg az X, az i-edik periddus elején
a varakozo6 sorhossz Markov modelljét! Irreducibilis-e a Markov lanc?

6. Vizsgaljuk a visszatérdség tulajdonsagot egydimenzios bolyongés feladatban.
Egyrészt emlékezhetiink a differenciaegyenletek modszerénél vizsgalt tonkremenés

problémadjara, masrészt kozvetleniil is vizsgalhatjuk a kérdést kiszdmolva a E)lfo ,

k=0,1,... allapotatmenet valoszinliségeket ¢s felhasznalva azt a tételt, miszerint egy 1

0
allapot akkor €s csak akkor visszatérd, ha z Pl =w.
k=0
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Markov lancok : Eloszlasok, ergodicitas

1. Legyen &,, t=1,2,... Markov lanc allapotainak halmaza az {1,2,3} halmaz,

atmenetvalosziniiség-matrixa {p;} ¢s stacioner eloszlasa 7 ;. Mutassuk meg, hogy ha

P1=Pp=Dy3=0 ¢é m=r,=m=1/3,akkor p, = p,; =p;3; €8 p;3=py =Pp3,-

2. Egy jatékkockat azonos valdsziniiséggel, és az el6z6 mozgasoktol fliggetlentiil,
folyamatosan atforditjuk az egyik oldalarol a négy szomszédos oldal valamelyikére.
n — o esetén milyen hatarértékhez tart annak a valdsziniisége, hogy az n-edik
forgatds utdn a kocka a “6” oldalara kertil, ha kezdetkor is ezen az oldalén 4llt?

3. Legyen egy viztarol6 kobtartalma K. Minden évben azonos M mennyiségii vizet
vesziink ki a tdrolobol. A folyo t-edik évben fa.e. & mennyiségll vizet hoz, ami

tulcsordul, ha megtelik a tarold. Egyszeriisitésiil feltehetjiik, hogy a folyo oldali
betoltés a kivétel eldtt befejezddik. A taroloban levo viz mennyiségét a kivét utan
jelolje i, . Legyen p, = P(&, =i),1=0,1,2... a betdltési eloszlas, tovabba

P(é, 2 K)>0. Markov lancot alkot-e 77, , t=1,2,... . A feladat a tarolo méretezése
azon feltétel mellett, hogy egy P(77, <m) valoszinliséget szeretnénk beallitani
elfogadhat6 értékre, ahol m a kritikusan kevés vizmennyiségnek feleljen meg.

4. Legyen &,, t=1,2,... Markov lanc allapotainak szama n+1, az dtmenet-
valoszinliségek a kovetkezok: p, =1-«, i=1,2,...,n+1; Dy = aln, i#j. A
folyamat egy k, k #n+1 allapotbol indul. Jeldlje 7, azt az idépontot, amikor a
folyamat el8szor keriil az n+1 —edik allapotba. Adjuk meg olyan b,,

(b, = 00, n — o0) szamsorozatot, hogy

lim P[T—” < xj
n—»o bn

hatarérték (hatareloszlas) 1étezzen, és szamitsuk ki ezt a hatarértéket.
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Pontfolyamatok: Poisson folyamat

(Segédtétel) Tekintsiink egy Poisson pontfolyamatot. Az egymas utani térténések
kozti id6tartamok akkor €s csak akkor lesznek fiiggetlen, azonos paraméterti
exponencialis eloszlast valoszinliségi valtozok, ha a folyamat homogén Poisson.

1. Egy, A=10 hivas/ora intenzitasi Poisson folyamat szerint futnak be a
telefonhivasok. 30 percig regisztraljuk a hivasok szdmat, ami 4 lett. Adjuk meg a két
ko6zépso hivas idobeli tdvolsaganak eloszlasfiiggvényét!

2. Egy mellékutvonalrol a féutvonalon 4thaladni kivand aut6 vezetdje megvarja, amig
legalabb 10 sec id6tartamu rés keletkezik a féutvonali forgalomban. A féutvonalon a
két ellentétes iranyt forgalom mindegyikén az egymast kdvetd autdk érkezési
idépontjai kozotti id6 varhato értéke 5 sec, fliggetlen Poisson folyamat modellel
modellezhetok. Mennyi annak a valoszintisége, hogy legfeljebb 2 autdt kell megvarni
athaladasig?

3. Egy szerver FIFO elven szolgalja ki a feladatokat. A feladatok A paraméterii
Poisson folyamat szerint érkeznek, az egyes feladatok kiszolgalasi ideje
fliggetlen és exponencialis eloszlast x paraméterrel. Egy feladat kiszolgaldsa alatt

mennyi a sorhossz novekedés varhato értéke?

4. Jelolje H az égboltnak azt a részét, ami 10 fényévnél tdvolabb van téliink, de 20
fényévnél kozelebb. Tegylik fel, hogy egy kobfényévnyi térrészbe varhatoéan 1 csillag
esik, és minden csillag egyforma fényességii. Egy 10 fényévre levd csillag fényereje
egységnyi nagysagunak latszik. Mi a H-bol a szemiinkbe jut6 fény erejének varhato
érteke, szordsnégyzete?
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Pontfolyamatok: Varakozasi paradoxonok

1. 0 id6pontban indul iddbeli torténések fiiggetlen, exponencidlis eloszlas szerinti
differenciaju sorozata, azaz legyenek X, X,,... fiiggetlen, azonos exponencialis

eloszlast valoszinliségi valtozok és S, = X, + X, +...+ X, idopontban kovetkezik be

az n-edik torténés. Ha valaki pl. azt kérdezi, hogy mekkora a varhato értéke az n+1-
edik és az n-edik torténés kozotti varakozasi idonek valamely n esetén, azt
valaszoljuk, hogy az X, valosziniiségi valtozora kérdeztiink ra, tehat 1/ 4 a vélasz,

ahol A az exp. eloszlas k6zos paramétere. Ugyanezt valaszoljuk-e, ha ugy bokiink ki
egy differenciat, hogy rogzitiink valamely t id6pontot, s a kérdés, hogy mit tudunk
mondani L, differencia varhato értékérél, ahol L, =S§,_, —S;, S,_; <t<S,.Nem

X, -6l van sz6?!

2. Hosszu egysavos, egyiranyt hegyi ut induldpontjéhoz fliggetlen, azonos eloszlasu
valoszintiségi valtozéval modellezhetd sebességgel érkeznek az autdk. Ha egy autd
utolér egy masikat beall mogé, nem tud el6zni. Mi is vezetiink egy autot. Kérdés,
hogy a mogottiink esetlegesen feltorlodhatd sornak mi a varhat6 értéke?

3. Postahivatalba egyszerre érkezik A,B,C személy, ahol két ablak van nyitva és
szabad éppen. A és B bedllnak az ablakokhoz C varakozik.

a.) Mi a valoszinlisége, hogy nem C jon ki utoljara a postarol?

b.) Mennyi C vérhat6 varakozasi ideje. Mi az eloszlasa C 4ltal a postan eltoltott
idének? (kiszolgalasi idok fliggetlen, azonos exponencialis eloszlasu, A paraméterti
valdsziniiségi valtozok)

4. Ketten egyszerre érkeziink a postara, két kiszolgal6 ablak van €s éppen mindegyik
elott all egy-egy személy kiszolgalas alatt. Mekkora a valdsziniisége, hogy legalabb
kétszer (t-szer) annyit id6t kell varnom, mint az akivel egyiitt érkeztem?

5. Két savos ut vezet be Pestre, mindegyiken azonos hosszll nagy kocsisor van,
amikor két gépkocsi megérkezik, s egyik az enyém, s én az egyik, a masik a masik
sorba all be. Figyeljiik egymast, hogy melyikiink allt “jobb” sorba. Hol, hol 6, hol én
keriilok egy-egy kocsival elébbre, hatra egy-egy 1€pésben. Mekkora a varhat6 értéke
annak az idétartamnak, hogy legalabb m kocsi hossznyi elényre teszek szert?

20



Pontfolyamatok: Rekurrens folyamatok, a felujitasi elmélet modszere

1. Tekintsiink egy B rekurrens eseményt. Legyen
u, =P {B bekovetkezik az n-edik kisérletben}

f,,=P{B el6szor az n-edik kisérletben kovetkezik be}
n=0,1,2,..., tovabba u,=1, f,=0. Adott

u,, n=12,... sorozatot.

n=1,2,... esetén szamitsuk ki

n°

2. “Lekéstiik a véletlen kisérletsorozat elejét”, és valamikor mar érkezésiink el6tt volt
mar B eseménnyel kapcsolatos bekovetkezés. Annak a valdszinliségét, hogy
megfigyelésiink megkezdésétdl szamitva az elsd bekovetkezés az n-edik 1épésben
torténik meg, jeloljeb, , n=1,2,... . Ennek bekdvetkezte utan az 1. feladat szerinti

n?
rekurrens esemény folyamat indul el (azaz késleltetett rekurrens eseményt tekintiink).
Adott f,,b,, n=1,2,... esetén szdmitsuk ki v,, n=1,2,... sorozatot, valamint adjuk

n’> ~n’

meg a generatorfliggvényeik kapcsolatat.

(3. A felujitasi tétel, mint szamitasi segédtétel kimondasa.)

4. Tekintsiik az 1. feladatbeli B rekurrens eseményt. Tegytik fel, hogy
(determinisztikus) m-edik 1épéstdl kezdve figyeljiik a folyamatot. A 3.pontban
kimondott felujitasi tétel felhasznaldsaval szamoljuk ki annak a valoszintiségét, hogy
a megfigyelés megkezdésétdl szamitott r-edik 1épésben kovetkezik be az esemény, ha
r — oo (a varakozasi id6 hatareloszlasat).

5. Egy cégnek N darab azonos tipusu gépkocsibol allo flottaja van. Ha komolyabb
felyjitasra szorulna valamelyik , akkor azt eladjak és tjra cserélik. Tegytik fel, hogy
az egyes gépkocsik cseréi id6folyamatat rekurrens eseménnyel modellezziik a

kovetkez6képp: a 0-dik pillanatban k életkorti autobol e, darab van (Z e, =N).
k

Szamitsuk ki az n-edik pillanatban sziikséges autocserék varhatd szamat, ha n — .
Szamitsuk ki a koreloszlas hatareloszlasat.
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Hatareloszlasok szamitasa: Direkt modszerek

1. Egy & valdszintiségi valtozo az [a,b] zart intervallumban vesz fel értékeket,
stirliségfiiggvénye folytonos és korlatos. Legyen 7, = {nf} , ahol {y} azy val6s szam
tortrészét jeloli. Szamoljuk kia lim P (77n < x) hatéarértéket!

n—>o0
2. A &,E,,... és ny,m,,... egész értékeket felvevd, valoszinliségi valtozo sorozatokra,

valamint a,,a,,.... és b;,b,,.... (b, = ©, ha n — ) szamsorozatokra teljesiil, hogy

P[% < xj—)F(x), tovibba

max —P(fn :k) —1|—>0
kia,~kl<ab,|P(n, =k) | n

ahol 4 < tetszéleges. Mutassuk meg, hogy

P(n"b;a”ij—)F(x).

n

3. A 2. feladat modszere valamint a centralis hatareloszlas tétel felhasznalasaval
mutassuk meg, hogy egy 7,,7,,... Poisson-eloszlasu valoszinliségi valtozo sorozatra,

k
ahol P(n, =k)= %e‘”,k =0,1,..., normalis hatareloszlas adédik:

P[n’i/; ij:ﬂb(x)zﬁ_f e 2dy.

4. Egy raktarba percenként és fiiggetleniil, 4 =2 paraméterti Poisson eloszlas szerint
érkeznek alkatrészek, a raktar kapacitasa 150 alkatrész, s a raktart oranként tiritik. A
3. feladat eredményének felhasznalasaval becsiiljiik meg annak valdszinliségét, hogy
100 ora alatt egyszer sem lesz raktarozasi gond.

5. A &,&,,... valoszinliségi valtozo sorozat elemei g, paraméterti, geometriai
eloszlasu valoszinliségi valtozok, g, — 0. Szdmoljuk ki 7, =g, <&, valoszinliségi
valtozok hatareloszlasat, n — oo.
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Hatareloszlasok szamitasa: A Ljapunov modszer

(Segédtétel) Az F, (x), n=1,2,... eloszlasfiiggvények akkor és csak akkor
konvergalnak egy F(x) eloszlasfiiggvényhez F(x) minden folytonossagi pontjaban,
haaz F,(x) eloszlasfiiggvények ¢, (x) karakterisztikus fliggvényei n — oo esetén
olyan ¢(x) fliggvényhez konvergalnak, amely a t=0 pontban folytonos. Ebben az
esetben @(x)az F(x) karakterisztikus fliggvénye.

1. Egy & (n, p) paraméter(i binomialis eloszlast valosziniiségi valtozot milyen
feltétel mellett tudunk dekomponalni & =¢& +&, +...+ ¢, alakba, ahol a tagok

fiiggetlen (n,, p;) paraméteri binomialis eloszlasu valosziniliségi valtozok?

2. A & egész értékeket felvevo valdszinliség valtozo karakterisztikus fiiggvénye f(¢).
Szamitsuk ki a kovetkezd valdsziniiséget: P(& =m (modk)) .

3. Legyenek &, &M, " n=12,... fiiggetlen, azonos eloszlast valésziniiségi
1 -1 .
valtozok P(fj(-") —n)= P(§J(-") = —Jn)= o P(§J(-") =0)= L ,j=1,2,...n.
n n
) L g 44 g
nD* (&™)

Szamitsuk ki 77, = valésziniiségi valtozo6 hatareloszlasat n — oo

esetén.

4. Legyen &; A varhato értékii Poisson-eloszlasu valoszinliségi valtozo. A

karakterisztikus fiiggvények méodszerével mutassuk meg, hogy
s =4
Ja
valdsziniiségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye 4 — oo esetén a normalis eloszlas
eloszlasfiiggvény¢hez tart.

5. 4. Legyen &, n-edrendli gamma-eloszlasu valoszinliségi valtozo, és legyen

E,) = % . Mutassuk meg, hogy

(s

n

valodszinliségi valtozd eloszlasfiiggvénye n — oo esetén a standard normalis eloszlas
eloszlasfliggvényhez tart.
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Martingalok: Martingal megallitasa, a véletlen valasztas tétele

1. F forinttal kezdiink egy jatékot. Minden 1épésben a rendelkezésre allo pénziink g-
szorosat (q<1) kockaztatjuk, és 0.5-0.5 valdsziniiséggel elvesztjiik vagy ugyanannyit
nyeriink. A jaték n Iépése utdn S, a rendelkezésre all6 pénziink. Mutassuk meg, hogy

{S,} martingal.

crer

egyedek allando parokat alkotnak, igy Z, =min{X,,Y,} par hoz létre utodokat,
egymastol fliggetleniil. Egy par utddjai kozott & a fia és 7 a lany. Mutassuk meg,
hogy Z, szupermantingdl, ha vagy E& <1 vagy En<1.

3. Szamegyenesen tekintiink bolyongdst: origdbol indulunk, 1épésenként fiiggetleniil
+1 1épést tessziik p illetve -1 1épést tessziik 1-p valdszintiséggel. Jelolje
S,=Y,+Y,..+Y, ahelyzetet n 1épés utan, ahol Y, az i-edik 1épés (S, =0). Mutassuk

S,
meg, hogy X, = (%) martingal.

4. Tekintsiik a 3.feladatbeli bolyongast. Jelolje T azt a 1épésszamot, amig a bolyongas
el6szor eléri ¢ vagy -d (c,d>0) értéket. A véletlen valasztas tételének (és a 3.feladat
eredményének) felhasznalasaval szamoljuk ki T véarhato értékét.
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Martingalok: Martingalok konvergenciaja

1. Legyenek &,&,,... fa.e. v.ov-k véges varhato értékkel ( E£(| &, |) < oo ). Mutassuk

meg, hogy a zg— sor 1 valdsziniiséggel konvergens.
i=1

2. Tekintsiink egy Y, elagazo folyamatot, ahol az utddeloszlas varhato értéke m < oo

(1 egyedbdl indulunk). Mutassuk meg, hogy X, =m™"Y, martingal, tovabba, hogy 1
valosziniiséggel konvergal. Ertelmezziik az eredményt.

3. Egy urnaban 1 piros és 1 fehér goly6 van. Amilyen szinli golyo6t htizunk, azzal
egylitt még egy ugyanolyan szinlit tesziink vissza. Mutassuk meg, hogy a piros golyok
X, aranya az n-edik lépésben 1 valosziniiséggel konvergens martingal.

4. Legyenek ¢&,&,,... fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok f(x)
striségfiiggvénnyel. Legyen g(x) egy masik stirliségfiiggvény. Mutassuk meg, hogy a

% maximum likelihood hanyados martingalt alkot, tovabba, hogy 1

i=1
valdszinliséggel 0-hoz tart.

5. Legyenek a Markov lanc allapotai 0,1,...,m. Egy Markov lanc martingal, ha

minden j-re Z Pk = j. Mutassuk meg, hogy py, = p,,, =1. Mutassuk meg, hogy
k=0

az 1 allapotbol indulva a lanc 1-i/m illetve i/m valoszintiséggel keriil a 0 illetve az m

elnyeld allapotba.
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Sztochasztikus differencialkalkulus: Ito-integral, Ito-formula
1. Ito-integral definicidja: appproximacio sztochasztikus 1épcsostiiggvényekkel.

a.) Igazoljuk —vazlatosan- hogy egy A(t¢,w) adaptalt sztochasztikus 1épcsdsfiiggvény
Ito integralja martingal.

1

[w,aw,

0

ahol {W,} _ standard Wiener folyamat.

2. Ito-formula
a.) Végezziik el az Ito-formula -vézlatos- levezetését.

Az Ito-formula felhasznalasaval szamoljuk ki u(W,,t)—u(0,0) folyamatot integral

illetve differencialis alakban, ha

b.) u(x,t)=x*—t¢
(u(x,t) = x* mellett oldjuk meg 1.b) feladatot az Ito-formula segitségével is)

c.) Mutassuk meg, hogy Z, =e¢™"'S, folyamat kielégiti a dZ, / Z, = (u—r)dt + cdW,
egyenletet, ha dS, /S, = udt + ocdW, (geometriai Brown mozgas).

3. Tekintsiik a geometriai Brown mozgas 2.c. feladatbeli differencidlegyenletét. Az
Ito-formula felhasznaldsdval mutassuk meg, hogy a megoldas a kovetkezd alaku:

5, =5y cxp{- s o
4. Az Ito-formula felhasznaldsdval mutassuk meg, hogy
t
a) EW(t)* =Lk(k-1) j EW(s) 2 ds
0

b.) Hasznaljuk a kapott formulat a normalis eloszlas elsé 10 momentuma
kiszdmitasara.
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Sztochasztikus differencialkalkulus: Black-Scholes egyenlet és a
tozsdei derivativok

1.

a.) Vezessiik le az [to-formulét — vazlatosan — egy x(t) Ito-folyamat G(x,t) idévarians

fiiggvényére (G folytonos és mindkét valtozojaban kétszer differencialhato).

b.) Az Ito-formula alkalmazasaval mutassuk meg, hogy a részvényarak lognormalis
eloszlast kdvetnek.

2

Néhany fogalom bevezetése: short selling, portfolio, forward- , futures-, opcios (call,

put) —iigylet, folyamatos kamatszamitas, kockazat-mentes hozam, arbitrazs
a.) Vezessiik le az Black-Scholes egyenletet - vazlatosan —.
b.) Alkalmazzuk a Black-Scholes egyenletet forward (t6zsdén kiviili hatdridds)

igyletek arazésara.

3.
a.) A Black-Scholes egyenlet alapjan vezessiik be a kockazat-semleges kiértékelési
modszert (risk neutral valuation), s demonstraljuk azt

b.) a 2b.) feladatbeli forward tigyletek
c.) eurdpai call opciok

arazasa esetére.
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